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DEFINICION

Definiciéon
La integral triple de f sobre la caja B es

I m n
/ / /B fry2dV = lim 3OS S f( vz AV

bmn—oo i k1

si el limite existe.

Integrales Triples Hermes Pantoja Carhuavilca 3de 30



Integrales Triples Centro de Masa y Momento de Inercia Integrales Triples en Coordenadas Cilindricas Coordenadas Cilindricas
080000000000

INTEGRAL TRIPLE
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VOLUMEN DE UN SOLIDO E

f(x’y7z) =1

Volumen(E)= / / /E av
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Teorema (Teorema de Fubini)

Si f es continua sobre la caja rectangular B = [a, b] x [c,d] x [r,s]

entonces
///Bf(x,y,z)dv - /rs /Cd /ubf(xa%z)dxdydz

Ejemplo
Evaluar la integral triple / / / xyz>dV donde B estd dado por
B

B={(xy.2) /0<x<1 —1<y<2 0<z<3)
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INTREGALES TRIPLES SOBRE REGIONES ACOTADAS

E={(x,y,2) / (x,y) €D, ui(x,y) <z <u(x,y)}

// f(x,y,2)dV = // [/uZ(;yfx,y,z)dz]dA

Integrales Triples Hermes Pantoja Carhuavilca 7 de 30



Integrales Triples Centro de Masa y Momento de Inercia Integrales Triples en Coordenadas Cilindricas Coordenadas Cilindricas

000008000000
:

INTREGALES TRIPLES SOBRE REGIONES ACOTADAS

E= {(X,y,Z) / a<x<b, gl(x) <Yy ng(x)7 ul(xvy) <z< MZ(X,y)}

b rg(x) ruz(xy)
///f(x,y,z)dv =/ / / f(x,y, z)dzdydx
E a gl(x) ul(x’y)
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INTREGALES TRIPLES SOBRE REGIONES ACOTADAS

E={(xyz2) /c<y<d hl(y)<x<hz(y), ur(x,y) <z <ua(x,y)}

d uz(xy
/ / / f(x,y,2)dV = / / / f(x,y,2)dzdxdy
E c Jh(y (x,y)
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Ejemplo

Evaluar / / / zdV, donde Q es el tetraedro acotado por los planos
Q

x=0,y=0,z=0,x+y+z=1
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EJERCICIO 1

Ejercicio

Evaltie la integral

//EZde

Si E es el solido acotado por los planos x + 2y +z=4,x =0,y =0,
z=0
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EJERCICIO 2

Ejercicio

Evaltie la integral

//Eycos(x +2z)dV

Si E es el sélido acotado por el cilindro x = y* y los planos
x+z=7/2,y=0,z=0
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INTREGALES TRIPLES SOBRE REGIONES ACOTADAS

E={(x.y.2) / (y,2) €D, m(y,z) <x <uz(y,2)}

it [ o]
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INTREGALES TRIPLES SOBRE REGIONES ACOTADAS

E= {(x,y,z) / (x,z) € D, ui(x,z) < y < uz(x,z)}

[f[rvzav =[] V()fxy )y]dA

; !
/ y=u(x.2) >
X
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CENTRO DE MASA Y MOMENTO DE INERCIA
Masa de un Solido
m = /// P(xy%z)dv
Q

MyZ:/xp(x,y,z)dV
Q

Momentos

sz:/QyP(xa%Z)dV

My, = / zp(x,y,z)dV
Q
y Centro de Masa (X, 7,z)

Myz 7_sz Z_Mxy
m’ y m’ m

X =
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EJEMPLO

Ejemplo

Encontrar el centro de masa de un solido de densidad constante que es
acotada por el cilindro parabélico x = y? y los planos x =z ,z = 0;,
x=1
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SOLUCION

¥
x=y*
.D x=1
(1 8 X
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INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS

CILINDRICAS

r>0, 0<0<2r

Integrales Triples en Coordenadas Cilindricas

x=rcosf, x*+y*=r?
Yy =rsin0, tand = 7
X
z=1z, z=12z
Hermes Pantoja Carhuavilca 18 de 30



Integrales Triples Centro de Masa y Momento de Inercia Integrales Triples en Coordenadas Cilindricas Coordenadas Cilindricas
000000000000
| |

Ejemplo
1. Coordenadas Cilindricas (2,2m/3,1) a Coordenadas
Rectangulares.

2. Coordenadas Rectangulares (3, —3, —7) a Coordenadas
Cilindricas.
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COORDENADAS CILINDRICAS

Diferencial de volumen en coordenadas cilindricas

AV =rArAOAz

de
:E“"

fl
rde
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COORDENADAS CILINDRICAS

E={(xy,2) / (x,y) €D, ui(x,y) <z <us(x,y)}

Z=Uq(X, y)

donde:

D={(r0) /| a<0<p, i(0) <r<hyb)}
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COORDENADAS CILINDRICAS

Evaluacién de la integral triple en coordenadas cilindricas

2(7,0)
///f x,Y,z)dV = // / f(rcosf,rsinf,z)dz| dA
uq(r,0)
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Ejemplo
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Py + =4

Hallar el volumen de la region sélida Q que corta en la esfera
el cilindro r = 2sin §, como se muestra en la figura.

Esfera

Coordenadas Cilindricas

Cilindro

r=2sinf
Hermes Pantoja Carhuavilca
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JACOBIANO

X =rcosf
y =rsinf
z=12z

9(x,y,2) cosf) —rsinf O
](r,G,z):ﬁ:det sinf rcosf 0 | =r
(1’, ,Z) 0 0 1
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Ejemplo

Evaluar

4— x2 2
/ / JisE xzwz(xz-l-yz)dzdydx
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SOLUCION
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COORDENADAS ESFERICAS
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Q:r x = psin¢ cos @ y = psin ¢ sin 6 z=pcosd¢
AN

p2 =x’+ .\P2 + 2
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CAMBIO DE VARIABLE

s
5
>

f(.r(u, v, w), v, v, w), z(u, v, w))

| S—
S
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~
=
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=
ry
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alu, v,

dlx, y, 2)
w)

du dv dw
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