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Valores Propios

Definiciones y propiedades

@ A matriz cuadrada n X n
@ v vector dimensién n

@ )\ escalar

Objetivo: Buscar escalares A y vectores no nulos v tales que

A valor propio de A

Av =)v = , .
v vector propio asociado a A
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Valores Propios

Definicidén

p(\) = det(A — Al)

los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico

A valor propio < p(A\) =0

Calculo de vectores propios
Para cada valor propio A resolvemos

(A=Al =0

que debe ser un sistema compatible indeterminado.
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Diagonalizacién

Sea A una matriz n x n.
Si A tiene n valores propios distintos Aj,---.\p ¥ Vi.---,Vy SON Vectores

propios asociados, entonces
D=VAV

e D es matriz diagonal

A O 0
0 N 0
0o 0 An
e V = (v|va|-|v,) tiene en columnas los vectores propios
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Valores Propios

Ejemplo

Ejemplo

Dada la matriz
3 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 3
Calcule:

O Valores Propios
Q Vectores Propios

© Diagonaliza la matriz A
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Solucidn

(a) Valores propios

e Polinomio caracteristico

p(N)=|A—Al|=| =1 2-x =1 |
0 1 3-2|

(B2 —2)— (B —N] —[3—N)
(B=NIB-M2-7)-12]
(B3—A) (AZ—5xr+4)

— —

p(A\)

factorizamos
+3 /
M BAL4=0 oy BEVIE-T6 { 2
_—2 = 3 _
p(A) = (A= 1)E-N)(A—4)
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¢ Valores propios. Soluciones de p(A) =0

X, X = Xy i ‘

e El espectro de A es

o(A) = {1.3.4}

¢ El radio espectral de A es
plA) =4
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(b) Célculo de vectores propios.

e Vectores propios asociados a A = 1

(A-T)v=0
2 -1 0 x {0\
-1 1 =1 y |=10
0 -1 2} z \0}
20 —y=0
—r+y—z=
—y+22=0
y—22z=0 =i
(12+2-2%) =1% ¢ —a+y—2=0 =¢ y=2t tcR
—y+2z2=0 g=it

vectores propios asociados a A =1
v=1v] ,con vy =

[Er
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(¢) Diagonalizacién

e Base de vectores propios

e Matriz de cambio

1 1 1
v=| 2 -1
1 =1 1
e Diagonalizacién
D=VlAV
1/6 1/3  1/6 1 2 1
vi=(1/2 0o -1/2|==|3 0 -3
1/3 —-1/3 1/3 2 2 12
1 00
v'iav=1| 0 3 0
00 4
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Valores Propios
°

Ejemplo:

Consideremos la matriz

-5 12 0
A=| -4 9 0
—2 4 1

Determinar los valores propios de la matriz A.
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Valores Propios
°

Ejemplo:

Consideremos la matriz

-5 12 0
A=| -4 9 0
—2 4 1

Determinar los valores propios de la matriz A.

Solucién:

Hallando el polinomio carateristico asociado a la matriz A.
Su polinomio caracteristico es

p(A) =|A— A1 = (1-))(\2—4)\+3)

A =1 de multiplicidad 2

A = 3 de multiplicidad 1
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Teorema

Teorema (Teorema de Gershgorin)

Sea A una matriz cuadrada de orden n, y denotemos por R, el circulo en el plano
complejo con centro en 3]-j y radio

n
2f,
J=1

JEL

n
esdecir R ={zeC/ |:*“ff|iz

J=1
J=i

a

}

¥

donde C se usa para denotar el plano complejo. Los valores propios de A estan contenido:
dentro de "
R=JR,
i=1

y la unién de cualquiera k de estos circulos que no intersecten a los (n-k)

restantes, deben contener precisamente k (contando multiplicidades) valores
propias.
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Valores Propios
°

Ejemplo

Para la matriz

Localice todos sus valores propios:
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Valores Propios
°

Ejemplo

Para la matriz

5 -2 0
-2 3 -1
0o -1 1
Localice todos sus valores propios:

Solucioén:
Los circulos Z;(i = 1,2, 3), con radio r;

Zy = {zeClz-5<|-2/+|0]}
Z, = {zeClz=3|<|-2|+]|-1]}
Zz = {zeClz—1|<|0[+ 1}

Por lo tanto los valores propios estan localizados en:

0<z<7
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Circulos de Gersgorin
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Método de la Potencia

Definicién (Valor Propio Dominante)

Es el de mayor médulo. Si
|)\1‘ > |)\2| > ’)\1|... > ‘)\n‘

entonces A1 es el valor propio dominante.
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Definicién (Vector Normalizado)

Vi
V2
v =
Vn
v; es una componente dominante. Si |vj| = ||v||so

Si Vgom €s una componente dominante de v, entonces el vector
normalizado v es
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Ejemplo Dado el vector

determina la componente dominante y calcula el vector normalizado.

e Componente dominante

Vdom = V3 = —4 |L‘3 = HVH’K‘
e Vector normalizado
1 —-1/4
R 1 1 -2 1/2
v = V= — =
Vdom —4 —4 1
R EVY
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Método de Potencia

e A matriz de dimensién n x n con valores propios

I

> Az = - > A

e Vectores propios asociados vi.Vva, -+, V,

e x(% un vector que se puede escribir

X(D) =a1vy1+-- +apvy con o 7&0
e Meétodo

yth) = Axl?)
¢j+1 = componente dominante de yU+b

xUH) = L0+ (Normalizado de y(j*”)
€i+1
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Ejemplo:

Ejemplo Aprozima el valor propio dominante y un vector propio aso-
ciado de la matriz
3 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 3 , 1
Inicia las iteraciones con x® = 1
1
e Fage 1
3 -1 0 1 2
yW=axO=1| 1 2 -1 =| o0
0 -1 3 1 2

2 1
i =low 215 ] 0\

vyl = =
27 T2, 1)
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