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Antecedente

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

» La finalidad principal de las matematicas aplicadas es
determinar valores de x que cumplan con f(x) =0. A
estos valores les denominamos raices o ceros de la
ecuacion.

3 Introduccién

» Para polinomios de primer a tercer orden existen
férmulas que permiten lograr el objetivo antes dicho, sin
embargo para grados superiores la situaciéon se complica.

» En muchos casos no se puede resolver la ecuacién de
forma analitica salvo por aproximaciones sucesivas.
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Métodos Graficos

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
Pantoja C.
Los métodos Graficos son utiles porque proporcionan un -
valor inicial a ser usado por otros métodos
EJ' em pIO 4 Localizacién de Raices
Localice graficamente las raices de f(x) = 0, siendo
ula Falsi
X o an;
f(x)=Ix|—e B
étodo N n
létodo del Punto Fij
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Solucidn:

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

En primer lugar, se debe reescribir la ecuacion

fx)=0  ...(1)

5  Localizacién de Raices

a una forma equivalente

A = h(x)  ...(2)
Siendo fi y f, funciones cuyas graficas sean mas simple que
la de f. Asimismio las raices de (1) seran soluciones de (2),
i.e, los puntos de interseccion de 1 y 5.
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Continuacion...

., Sistema de
De la ecuacién, entonces f(x) =0 < |x| = &~ Ecuaciones No
. . Lineales
Haciendo: fi(x) = |x|, fa(x) = e, graficando f; y f>. Mg, Hermes
Pantoja C.

Del grafico verificamos que el punto(dnico) de interseccién,
x*, se sitGa en el intervalo (—1,0).

6 Localizacién de Raices
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Métodos de los Intervalos

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

» Estos métodos empiezan con un intervalo que contiene
a la raiz y un procedimiento es usado para reducir el

intervalo que contiene a la raiz. 7 Métodos de

Solucién

» Ejemplos de métodos de intervalos :

» Método de la Biseccién
» Método de Falsa posicién
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Métodos de Solucién

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Muchos métodos son disponibles para resolver ecuaciones no
lineales

>

>

Método de Biseccidon
Método de Newton

Método de la Secante

8 Métodos de
Solucién

Método de Falsa Posicion
Método de Muller

Iteracién del Punto Fijo
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Teorema

Teorema (Bolzano)

Sea f : [a, b] — R una funcién continua en [a, b] tal que
f(a) = f(b) < 0. Entonces existe ¢ € (a, b) tal que f(c) =0.

Y
f(x) CONTINUA en [a, b] — (Teorema de Bolzano)
f(a).f(b) < O B
fb)| — .
Condiciones
suficientes
para que
el método
Ffuncione
con éxito
a
Y b
En [a, b] hay un nimero
impar de raices.
Al menos hay una raiz
f(a) /S

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Biseccién
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Método de la Biseccidn

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Requisitos:
f(x) es continua en el intervalo [a, b] , f(a) y f(b) deben
tener signo opuesto.

Definicién (Método de la Biseccion:)

Dado un intervalo [a, b] que contiene un cero de f(x) , en
cada iteracion, el método de la Biseccién reduce el intervalo
que contiene al cero a un 50%.

Los requisitos garantizan la existencia de al menos una raiz r
en [a, b] tal que f(r) =0 y el método de Biseccién converge

10 = Biseccién

Universidad Nacional Mayor
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Continuacion...

Célculo de las raices f(x) =0
Primera lteracioén:

Punto medio:
a+b

X1 =
Evaluacién de la funcién
en el punto medio f(x1)
Determinacién del
nuevo intervalo de
bisqueda.

N

Si (f(x1).f(a) < 0) entonces: b < xy

Si (f(x1).f(a) > 0) entonces: a < x1 <= (En el dibujo)

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién
ntroducciér
Localizacién de
Raices

Métodos de
Solucién

Biseccion
Regula Falsi

o o secante

del Punto Fijc

v
M,
v Newton
M,

de Muller
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Continuacion...

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
./ Pantoja C.
Segunda lteracion: antols
Punto megio:
Xp = at f(x)
Evaluacién de la funcién b ocazacion de &
en el punto medio f(xy)
Determinacion del a X; 12) Bisecion
. gula Falsi
nuevo intervalo de ba Jerod
s Métod Punto Fij
blsqueda. oo de Newion

Mull

Si (f(x2).f(a) < 0) entonces: b < x»
Si (f(x2)-f(a) > 0) entonces: a + x; < (En el dibujo) e
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Continuacion...

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
. s Pantoja C.
Tercera lteracién: X3
Punto medio: '
a+
X3 =
2, g b
Evaluacién de la funcién ocalizacin de &
en el punto medio f(x3) a
Determinacion del )
nuevo intervalo de et 1
blsqueda. teodo de Neweon
Si (f(x3).f(a) < 0) entonces: b < x3 e
Si (f(x3).f(a) > 0) entonces: a < x3 <= (En el dibujo) e
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Ejemplo:

(x)

—lo

a=a ./

x, = (a + b)/2

Se repite el proceso hasta
alcanzar la condicion de parada.

(x)

x;= (2 +x)/2

=

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

Introduccién

Localizacién de
Raices

Localizacién de Raices

Métodos de
Solucién
Biseccién

Regula Falsi

a secante

del Punto Fijo

Método de Newton

Método de Muller
Sistema de ENL
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de Newton
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Ejemplo:

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.
+ +

Introduccién

Introduccién

Localizacién de
Raices

+ - - Localizacién de Raices

Métodos de
Solucién
15 | Biseccién
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Meétodo de la secante
i o n Método del Punto Fijo
Método de Newton
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Nuimero de lteraciones

i Cuantas iteraciones deben realizarse para asegurar que la
raiz buscada dista menos de ¢ de la solucién exacta?
Al comenzar el intervalo de bisqueda mide: Ly = (b — a)

Tras la primera iteracién el nuevo intervalo de bisqueda

- 11
mide: L; = ELO = 2(b a)

Tras la segunda iteracién el nuevo intervalo de bisqueda
1 1
mide: Lo ==L = =(b—a
2= 5li=55( )
Tras la n-ésima iteracion el nuevo intervalo de bisqueda

) 1 1
mide: L, = §Ln_1 = E(b —a)

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Biseccién

\étodo del Punto Fij
létod: »

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
Facultad de Ingenieria
Industrial



Continuacion...

Sistema de

Ecuaciones No

Si se toma como raiz aproximada tras n iteraciones el punto M:“:Z':’;es
medio del intervalo de bisqueda (punto x,+1) la distancia a Pantoja C.

la raiz exacta x* serd menor que EL"'
Luego:

17 = Biseccién

| P Ix* - %1l < (B).L,=

Métod :
2[n+1] Método del Punto Fij
étod
A 1

Mull
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Continuacion...

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
Pantoja C.
Una precisién mayor que € se asegura realizando un ndmero
de iteraciones (n) tal que: “
b—a ocalizacién de F

b—a
* n+1
Ix* — Xxpt1] < Sl <e—2 > ;

18 = Biseccién

— (n+1)In(2) > In <b

\étodo del Punto Fij
létod: »

Universidad Nacional Mayor
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Ejemplo

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
Pantoja C.
Ejemplo
Encontrar la raiz de la funcién f(x) = x> —3x + 1 en el
intervalo [0, 1]
.
Solucion:
» f(x) es continua 19 ) Biseccibn

» f(0)=1, f(1)=-1— f(a)xf(b) <O
» Podemos usar el método de Biseccién para encontrar la
raiz.

Nétod
létod:
Nétod Newton
létod:

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
Facultad de Ingenieria
Industrial



Ejemplo:

Iteracion |a b ¢ = (a+b) [f(x) (b-a)
2 2
1 0 1 0.5 -0.375 |0.5
2 0 0.5 0.25 0.266 0.25
3 0.25 0.5 .375 -7.23E-3|0.125
4 0.25 0.375 |0.3125 9.30E-2 |0.0625
5 0.3125 |0.375 |0.34375 |9.37E-3 [0.03125

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién
Introduccién

Localizacién de
Raices
Localizacién de Raices

Métodos de
Solucién

N
8

Biseccién

Método de Muller

Sistema de ENL

del Punto Fijo

Método de Newton
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Algoritmo de la Biseccién

Sistema de

Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
Algoritmo Pantoja C.
Dado un intervalo inicial [a, b] tal que f(a)f(b) < O
while (b — a)/2 <TOL
c=(a+b)/2
if f(c) =0 stop end .
if f(a)f(c)<0 1) ohecn
b=c
else ko ss
da=C Mét Mu
end ot
end B




Analisis del Método de Biseccion

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
Pantoja C.
Teorema (Teorema de la Biseccion)
Si f es continua en [a, b], y existe s, una tnica raiz de
f(x) =0. Sif(a)* f(b) <0 entonces: e
b—a 22| Biseccién
‘S—Xk+1’ S W k:O,l,Z,... gula Falsi

y la sucesion {xx} converge a la raiz s.




Ejemplo

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

. Mg. Hermes
E_]em pIO Pantoja C.

Usar el método de la biseccién para aproximar la raiz

f(x) = e — Inx, comenzando en el intervalo [1,2] con una
precision de 3 c.d.e

Solucién:ba =1b=2

X1 = a+t =15 23| Biseccion
f(x1) =-0.1823<0; f(1) >0;f(2) <0

De donde vemos que la raiz se encuentra en el intervalo

[1,1.5]

a=1; b=15

La nueva aproximacién es x; =

1+15

=125
2

Universidad Nacional Mayor
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Sistema de
Ecuaciones No

Con una precisién de 3 cifras decimales exactas: M“":f'es
g. Hermes

TO/ =0.5% 10_3 Pantoja C.

2—-1 .

"\o5+102
LIk -
nz= —1=9.9658

In2 i de
Para alcanzar la precisién se requiere como minimo: 10
iteraciones. Tras 10 iteraciones se alcanza la precisién 26 Biseccién

deseada.
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Tabla

ftv)=exp(-v)-tn(x)

lter

b

1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
§.0000
7.0000
8.0000
9.0000
10.0000
11.0000

1.0000
1.5000
1.5000
1.5000
1.5625
1.5938
1.5938
1.5938
1.5938
1.5938
1.5947

2.0000
2.0000
1.7500
1.6250
16250
16250
1.6094
16016
15877
1.5957
1.5957

1.5000
1.7500
16250
1.5625
1.5938
1.6094
16016
15977
1.5957
1.5947

1.5952|

03679 -0.1657 0.0470
00470 -0.1657 -0.0893
0.0470 -0.0693 -0.0139
00470 -0.0139 0.0158
00158 -0.0139 0.0007
0.0007 -0.0139 -0.0086
00007 -0.0066 -0.0030
0.0007 -0.0030 -0.00M
00007 -0.0011 -0.0002
0.0007 -0.0002 0.0003
0.0003 -0.0002 0.0000

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién
Introduccién
Localizacién de
Raices

Localizacién de Raices

Métodos de
Solucién

]

Biseccion
Regula Falsi

de la secante

del Punto Fijo

Sistema de ENL

Introduccién

del Punto Fijo

Método de Newton
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Algoritmo

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

|n[@) } INICIO Introduccién
€ ntroducciér
—_£_J_4

Dados: a, b, & f(x)

Calcular: numit >

n 2 LQ%,“,‘;‘,MUIO” de
PARA ,DESDE 0 HASTA rnumit CON PASO 1 HACER: e
1° x= a ;b 2° vmed = f(x) gwﬁmqgs de
SI (vmed.f(a) > 0) ENTONCES: o) e,
a e X imu\,\ wy— ante
3°| st nvo .
b e x’ ‘:W‘M‘\” d f,"n'\r"
FIN CONDICION Sistema de ENL
FIN BUCLE Método del Punto Fijo

Método de N




Observaciones

Sistema de
. Ecuaciones No
Ventajas Lineales
. o . Mg. H
» Simple y facil de implementar Pantoja C .

» Se evalua solo una funcién por iteracién

» el tamaiio del intervalo que contiene el cero es reducido
al 50% después de cada iteracién.

» El nimero de iteraciones pueden ser determinado a
priori

27 Biseccién

» No se necesita la derivada.

» La funcién no tiene que ser diferenciable
Desventajas

> Lenta

» Aproximaciones intermedias buenas podrian ser
descartadas Ui cirs Mo

Facultad de Ingenieria
Industrial



Método Regula Falsi (Motivacién)

i Cual es la recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b))?

_ f(b) —f(a)

y =2 (x—a)+ f(a)

iCual es la intersecciéon de la recta con el eje X.

b—a

c=a— f(a)if( =)

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.



Método Regula Falsi

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

1. Determinar un intervalo [a,b] tal que f(a) tiene signo Me. Hermes
distinto de f(b). Pantoja C.

2. Hallar el punto c que divide el intervalo [a,b] en partes
proporcionales a f(a) y f(b).

b—a  af(b)— bf(a)

cC=a—

O F ey @)~ 7(b)— #(a)

29 Regula Falsi

3. La interseccién de esta recta con el eje X es una
aproximacién a la raiz

4. Elegir, entre [a,c] y [c,b], un intervalo en el que la
funcién cambie de signo.

5. Repetir los pasos 2 y 3 hasta conseguir la precision
deseada.




Método Regula Falsi

_ af (b) — bf(a)

f(b) - f(a)

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién
Introduccién

Localizacién de
Raices
Localiz

n de Raices

Métodos de
Solucién
Biseccion

3

S

Regula Falsi

Método de la secante

Método de Muller

Sistema de ENL
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Algoritmo

Algoritmo del Método de Regula Falsi

1. ap = a, bo =b
2. Paran=0,1,..., hacer:
> m, = anf(bn) — bf(an)
f(bn) — f(an)
» Si f(a,)f(m,) <0, tomar a,y1 = an, bpt1 = my; en
caso contrario, tomar ap+1 = my, byr1 = by

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

31 Regula Falsi
étod ) secante
Método del Punto Fij
Método de Newton
Aétod:

Mull

u
étodo del Punto Fij
Métod: L
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Ejemplo

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

. Mg. Hermes
EJem plo Pantoja C.
Usar el método Posicién Falsa para aproximar la raiz
f(x) = e * —Inx, comenzando en el intervalo [1,2].

Solucién: a = 1;[? =2
—a 2—-1
=a—-fla)——=1-f(1)—0———= =
A OO B O i)
1.397410482 ) Regun Pt

f(x1) = —0.087384509 < 0; (1) > 0;f(2) <0

De donde vemos que la raiz se encuentra en el intervalo
[1,1.397410408]

a=1; b=1.397410408

La nueva aproximacién es x, =1.321130513.



Método de la secante

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
.z , . Pantoja C.
Dada una funcién f(x) continua en el intervalo [a, b] donde e

existe una Unica raiz, es posible determinar una aproximacién
de la raiz a partir de la interseccién de la secante de la curva
en dos puntos xp y x3 con el eje X.

Xn — Xpn—1
n = n_f n ' =
X1 = = Fxa) | FE S0

33 Método de la secante

oy — Xp—1f(Xn) — Xnf(Xn-1)
mt f(xn) — f(Xn-1)

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
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Industrial



Método de la secante

Metodo de la secante

x2

X1

X

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

Introduccién

Localizacién de
Raices

Localizacién de Raices

Métodos de
Solucién
Biseccion
Regula Falsi

34 Método de la secante

Método del Punto Fijo

Método de Muller

Sistema de ENL
Introduccién
Método del Punto Fijo

Método de Newton

Universidad Nacional Mayor
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Algoritmo

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

Algoritmo del Método de la Secante

Localizacién de

Raices
1. Xo = a’ Xl = b Localizacién de Raices
2. Paran=1,2,..., hacer Meétodos de
olucion

oy — Xp—1f(Xn) — Xnf (Xn-1)
i f(n) — F(xn—1)

3

&

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
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Ejemplo

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
. Pantoja C.
Ejemplo
Usar el método de la secante para aproximar la raiz
32
f(x) = e — x, comenzando con xp =0, x; = 1.
Solucion:
Tenemos que f(xg) =1y f(x1) = —0.6321
Sustituimos en la férmula de la secante para calcular la
aproximacién X 36| Método de Ia secante

X1 — X0

X2 = X1 — f(Xl)(m) =

ERRRIORIO)

) = 0.6127

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
Facultad de Ingenieria
Industrial



Método del Punto Fijo

Sistema de

Definicién (Punto Fijo) BT
Un punto fijo de una funcién g es nidmero p tal que Foiini
g(p) = p.

Ejemplo

Para calcular los puntos fijos de la funcién g(x) = x> — 6,
consideramos la ecuacién g(x) = x, i.e. x> —x —6 = 0.
Puntos fijos: 3 y —2.

Conexiones entre dos problemas: busqueda de los puntos
fijos y blsqueda de las raices

Si g tiene punto fijo p, entonces f(x) = g(x) — x tiene un
cero en p. Si f tiene una raiz p, entonces g(x) = x — f(x)
tiene punto fijo p (También g(x) = x + 5f(x) tiene punto
fijo p). Hay muchas formas de construir g que tiene punto nrsidod Nacons Maor
fijo p. Facotad 4t Ingeneia

Industrial

37 Método del Punto Fijo



Método del Punto Fijo

Sistema de

1. Transformar la ecuacién f(x) = 0 en una ecuacién e
equivalente de punto fijo: x = g(x). Mg Hermes

2. Tomar una estimacién inicial xp del punto fijo x* de g.
(x* punto fijo de g si g(x*) = x*).

3. Para k=1,2,3,... hasta que converja, iterar
Xnt+1 = &(Xn)-

Teorema (Sobre la existencia y unicidad del punto fijo)
a) Sea g € Cla, b] tal que g(x) € [a, b] para todo 0 Método el Puno P

x € [a, b]. Entonces g tiene un punto fijo en [a, b].
b) Sea g € Cla, b] tal que g(x) € [a, b] para todo
x € [a, b], g’ existe en todo punto de (a, b) y existe
k € (0,1) tal que |g'(x)| < k para todo x € (a, b).
Entonces el punto fijo de g en [a, b| es dnico. e

Facultad de Ingenieria
Industrial



Convergencia

Convergencia

py=9(p,) _
ps=g(p,)
p:=9(py)

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

Introduccién

y=x Localizacién de
Raices
Localizacién de Raices

i y= g(x) Métodos de

Solucién
Biseccién
Regula Falsi
Mét de la secante

39  Método del Punto Fijo
A de Newton

Método de Muller

Py Pz Py

Sistema de ENL
Introduccién
Método del Punto Fijo

Método de Newton

Universidad Nacional Mayor
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Divergencia

Sistema de

Ecuaciones No
Lineales

DiVergenCia Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

Introduccién

y=x Localizacién de
y y Raices

Localizacién de Raices

y= Q‘{X) Métodos de
Solucién
Biseccion
Regula Falsi

Método de la secante

3

4 Método del Punto Fijo

y=g(x) Métndo de Ne

Método de Muller

on

Sistema de ENL
X X Introduccién

Método del Punto Fijo

Método de Newton

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
Facultad de Ingenieria
Industrial



Ejemplos

Ejemplo

L . .. X ..
Verificar si la funcién g(x) = cumple las condiciones

del teorema en el intervalo [—1,1]; en el intervalo [3,4].
Calcular los puntos fijos de g.

Ejemplo

Considere la funcién f(x) = x® + x — 1 en el intervalo [0, 1].

Construir una funcién g que cumpla con las condiciones del
teorema y que tenga el punto fijo p. Probar las siguientes
funciones

» g(x)=1-x°

1
e =

» g(x)=v1-—x

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.
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Teorema

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Teorema (lteracién de punto fijo)

Sea g € Cla, b] tal que g(x) € [a, b] para todo x € |a, b],
existe g’ en (a, b) y existe k € (0,1) tal que |g'(x)| < k para
todo x € (a, b). Entonces, para cualquier nimero

po € [a, b], la sucesion {p,}°2; definida por

Mg. Hermes
Pantoja C.

]pn =g(pn-1), n= 1\

converge al punto fijo de la funcién g en [a, b]. Presentado  « wasoarunorso
como cota de error

n

1—k

|Pn — p| < lpo—p1f, nz=1

Universidad Nacional Mayor

Facultad de Ingenieria
Industrial



Ejemplo

Sistema de
Ecuaciones No

Lineales

E_]em pIO Mg. Hermes
Pantoja C.

Usar el método del punto fijo para aproximar las raices de
f(x) = x2 — 2x — 3, comenzando con xy = 4.

Solucién:

Existen muchas formas de cambiar la ecuacién f(x) =0 a la
forma x = F(x) , efectuando manipulaciones algebraicas
simples.

Para el ejemplo, sea:

x=F(x)=v2x+3

Evaluamos la funcién F en un punto inicial xg
x1 = F(xp) = F(4) = 3.31662
xy = F(x1) = F(3.31662) = 3.03439

de San Marcos
Facultad de Ingenieria
Industrial
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Método de Newton

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

, ., Mg. Hermes
El método de Newton-Raphson, también llamado Pantoja C.

sencillamente método de Newton, es el método mas famoso
para hallar los ceros de una funcién. A diferencia del método
de la biseccidn, necesita que se evaltie la derivada f'(x)
ademas de la propia funcién.
» Es lejos uno de los métodos mas usados para resolver
ecuaciones.
> A partir de una estimacién inicial xp se efectiia un
desplazamiento a lo largo de la tangente hacia su
interseccién con el eje x, y se toma ésta como la
siguiente aproximacion.

44 = Método de Newton
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Interpretacion Geométrica

La ecuacidn de la recta
tangente es:

y—=f(xn) = f'(xn)(x—xn)

Cuando y = 0,x = Xp41
0 sea

0 — f(xn) = ' (xn) (Xn+1 — Xxn)

f(xn)

Xn+1 = Xn — m
n

a1

&

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

ntroduccién
Localizacién de
Raices

de Raices

Métodos de
Solucién

Falsi
odo de la secante
Método del Punto Fijc
Método de Newton

Método de Muller

Sistema de ENL

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
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Continuacion...

Mas concretamente el método de Newton consiste en
generar las sucesién

{Xi+1 =Xi— :'(();,)) }OO

a partir de un valor xp dado.
Si denotamos

i=0

g(x)=x— ;(();))

Estamos en presencia de un caso particular del método del

Punto Fijo.

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

46 = Método de Newton

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
Facultad de Ingenieria
Industrial



Ejemplo

Ejemplo

Aproximar la solucién de la ecuacién x> — 4 = 0 utilizando el

método de Newton, xp =1, xp = 3

¥P—4=0
lo =1 \O =3
L2 2
xlzxo,(%ziﬁ N C Y )
Yo 2x,
: 2
1:-1,(1 —4):1»5 x1:3*M:2>1666
2%1 243
x-15- 42 mD B s 666 2100~
_ 2#15 12 242.1666

>

006

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

gula Falsi

Nétod

létod: Punto F
47 = Método de Newton

létod: Mull
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Propiedad

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. H.ermes
Propiedad Pantoja C.
. > f(x) -
Si la funcion g(x) = x — 71(x) definida en [a, b] toma
valores en [a, b], es de clase C([a, b]) y ademds:
f(x).f(x)
&' = |57 | <1 Vx€[ab]
(F'(x))?
f(x)1* )
entonces la sucesién dada por {x,-H = Xx; — (xi) } g e e Newton
f'(xi) ) izo

obtenida a partir de cualquier punto xg € [a, b] converge
hacia la dnica solucién de la ecuacién f(x) =0 en [a, b].



Método de Muller

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

El método de Muller es similar al método de la secante, pero
a diferencia de éste; el método de Miiller hace uso de una
parabola para aproximar a la raiz. El método consiste en
obtener los coeficientes de la pardbola que pasan por los tres
puntos, Dichos coeficientes se sustituyen en la formula
cuadratica para obtener el valor donde la parabola intersecta
al eje x; es decir, la raiz estimada. La aproximacion se
facilita al escribir la ecuacién de la parabola en una forma
conveniente.

49  Método de Muller
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Método de Muller

» Utiliza tres aproximaciones: xg, x1, X2.

» Determina la siguiente aproximacién x3 encontrando la

interseccién con el eje X de la parabola definida por los

puntos (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), (x2, f(x2)).

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

50 = Método de Muller
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Método de Muller

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Se considera el polinomio
P(x) = a(x — x2)* 4+ b(x — x2) + ¢
Se puede encontrar a, b y ¢ resolviendo
f(x0) = a(xo — x2)2 + b(xo — x2) + ¢
f(x1) = a(xy — x2)? + b(x1 — x0) + ¢

51 = Método de Muller

f(Xz) = a(x2 — X2)2 + b(X2 — X2) +c
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Método de Muller

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Sellegaa

c=s(x) s~

b= Gomnl [Fe) = fal=(o—x  [fe)-fe)]
(30—, Mo, =, Mo, —x,) o

a= (x1 7x2)[f(xo)*f(x2)]7(xo 7x2)[f(x1)*f(x2)]
(xo 7x2)(x1 N xz)(xo 7x1) 1 \ ‘mmm




Continuacion...

Otra Forma
ho = (x1 —x0), h1=(x2—x1)

5o = T) = flx) 5 o) = flx)

X1 — X0 ’ X2 — X1

Luego:
01— o
a=-——
ho + h1
b=ah; +

Cc = f(Xz)

a

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

Introduccién
Localizacién de
Raices

Localizacién de Raices

Métodos de
Solucién

M, e Newton

Método de Muller

Sistema de ENL

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
Facultad de Ingenieria
Industrial



Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

El método de Miiller converge bastante rapidamente.
Ademas, se puede utilizar en el caso de raices complejas. e s
Para evitar overflows cuando a es muy pequefio, es Pantoja C.
conveniente escribir x — x, como

2c

—bF Vb? —dac

tomando el signo que haga maximo el médulo del

denominador. El método de Miiller puede tomar como

valores de comienzo nlimeros complejos, en cuyo caso sirve

para obtener raices complejas. 54 Mitodo de Muller

(%)

X — Xo =

Universidad Nacional Mayor
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Sistema de

Ecuaciones No
Lineales

Dado los puntos en valor creciente: xg < x» < x7; evaluamos Mg. Hermes
Pantoja C.

en (x) y obtenemos x3. Los nuevos puntos seran: xi, X2, X3.

Observacion: Si se empieza en x» ,obtenemos xp y x; como

X1 = Xo + hxo
X0 = X2 — hX2

h es el incremento.

55 = Método de Muller
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Algoritmo

Dato Inicial: x,, h, Maxlter
X2 < Xp

X1 ¢ X, + hxx,

Xg < Xr — h*x x,

Para i=1 hasta Maxlter
ho + x1 + Xp

h1 — X2 — X1

do <= (f(>x1) — f(x0))/ho
di  (f(x2) — f(x1))/
a < (dl — do)/(hl =+ ho)
b+ ax h1 + d1

C < f(Xz)

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

56  Método de Muller
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Sistema de

rad $— Sqrt(b * b - 43 * C) Ecuaciones No
Si | — b+ rad| > | — b — rad| entonces e o
den < —b + rad Pantoja C.

Caso Contrario

den < —b — rad

Fin Si

x3 < x2 + (2% c)/den

Xo < X1

X1 < X2 e

Xp < X3 e

Nétod Newton

Fin Para 57 | Método de Muller
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EJEMPLO

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

Ejemplo
Utilizando el método de Muller, aproximar

f(x):X3—13x—12; X, =5

Consideremos ahora de la siguiente manera:
h=0.1

X=X —hxx,=5—-—01x5=45
X=X, =b5
x1=x,+h*x,=5+0.1%x5=55

58 = Método de Muller
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EJEMPLO

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Primera Iteracién: Mg Hermes
Conocido xg = 4.5, x; = 5.5, xo = 5, hallamos x3 n
f(xo) = f(4.5) = 20.6250; f(x1) = f(5.5) = 82.8750
f(x2) = f(5) =48

Calculando:
hp=x1—x0=1, hi=x—x31=-05

f _f 2. —20.62 50 | Método de Muller
5o = (x1) (x0) _ 82.8750 0.6250 62,9500

X1 — Xp 1

f —f 48 — 82.8750

5 = [2) = Fla) _ — 69.7500

X0 — X1 -0.5



Hallando los coeficientes: Sistema de

Ecuaciones No

51— 69.7500 — 62.2500 Ve s
3= — = 15 Pantoja C.
ho -+ hl 1+ (—05)

b = ah; + 61 = 154 69.7500 = 62.2500
c="f(xx)=f(5) =148
Luego:

2c _5. 2 %48
—bF Vb?2 —4ac —62.25 F /62.252 — 4 % 15 x 48

60  Método de Muller

X3 = X2+




Dado que: A5 R

X/

| — 62.25 — \/62.252 — 4 % 15 % 48| > | —62.25 4+ 1/62.252 — 4 % 15 % 48 |"
93.7946 30.7054 Eonoet o

Lineales
tenemos: Mg. Hermes

Pantoja C.

2 %48
X3 =5+ : — 3.9765

—62.25 — /62.252 — 4 x 15 % 48

Ahora, los nuevos xg, x1 , x> son:
Xp < X1

X1 < X2

61  Método de Muller

Xp < X3

Segunda lteracion:

x3 = 4.0011

Universidad Nacional Mayor
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Sistema de ENL

Dada la funcién

F: R” — R”

(x1,...,x2) —> (AGa, -y Xn)y--, falxt, ...

*

El objetivo es determinar una solucién x* = (x{, ...,

sistema de n ecuaciones con n incognitas

A(x1,...,xs) = 0

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

aXn))

x) del

62 Introduccién

Universidad Nacional Mayor
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En su forma matricial

con

X1
X2

Xn

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales
Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

ntroduccién

Localizacién de
Raices

Localizacién de Raices

Métodos de
Solucién

ila Falsi

fétodo de la secante

do del Punto Fijc

de Newton
Método de Muller
Sistema de ENL

Introduccién

Método del Punto Fijo

6

8

Método de Newton
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La resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales por
procesos analiticos puede ser bastante dificil o imposible. En
ese caso tenemos la necesidad de utilizar métodos numéricos
para obtener una solucién aproximada. Consideraremos los
siguientes métodos iterativos:

» Método del Punto Fijo
» Método de Newton

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.
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Método del Punto Fijo

, . Sistema de
Férmula de recurrencia Ecuaciones No
Lineales
(k+1) — (k) — Mg. Hermes
X =G(x\"), k=0,1,2,..., 18 erme
donde
g1(x)
82(x)
G(x) =
gn(x)
que determina una sucesidn de aproximaciones para una raiz
x* de la ecuacién F(x) =0, a partir de una aproximacion
inicial )
X1
X2(0) 65 Método del Punto Fijo
X =
(0) e

Xn Facultad de Ingenieria
Industrial



Definiciones

Sistema de

Ecuaciones No

Lineales
Mg. Hermes
Pantoja C.
Definicién
n
» Norma 1: Vx € R", ||x||1 = E | x|
i=1

» Norma 2 o norma euclidiana: Vx € R",

» Norma Infinita¥x € R”, ||x||lecc = maxi<i<n|xi-

66 Método del Punto Fijo

Universidad Nacional Mayor
de San Marcos
Facultad de Ingenieria
Industrial



Método de Newton

Formula de recurrencia:

xk 1) = x(K) — 2t (N F(xK) Kk =0,1,...

donde
oh

B )
Jr(x) =1
of,

By %)

of
Oxp

(x)

o,
Ox. (x)

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

67 = Método de Newton
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Ejemplo

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Ejem plo Mg. Hermes
Pantoja C.

Dado el sistema no lineal

2x1 — Xp = e X1

—X]1+2x = e

Se pide:
1. Localizar graficamente las raices.

2. Aproximar la solucién utilizando el método de Newton.
Considerar x(©) = [0.5 1]T. Hallar el error cometido.

3. Aproximar la solucién utilizando el método del Punto
Fijo. Considerar ) =[0.5 1]7. Hallar el error
cometido.

68 = Método de Newton
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Solucién

Sistema de

Arreg|ando: Ecuaciones No
Lineales
ﬁ_(Xl,Xz) = 2X]_ — X2 — e_Xl = 0 Mg. Hermes
“x Pantoja C.
ffz(Xl,Xg):—Xl-i-zXQ—e 2 =0
%y 42 Hyenplng) = 0
4b 2
2 i
xN D, m
2 i
AR g ; ] 69 Método de Newton
; Universidad Nacional Mayor
.6_.i. S S e e e e S e deSanMarcoS‘ )
5 4 K] 0 3 4 5 Facultad de Ingenieria
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Continuacion...

Solucion: (2)

F(x) = l

2X1 — Xp — €
—Xx1 + 2xp — e~

)|

xkH1) = x (k) — 21 (xRN F (xR, Jg(x) =

2+e™™ -1
-1 2+ e

|

A=3+2e e ™) fe a7

JEx) =

1

A

|

2+e
1

1
2+e ™

|

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

70 = Método de Newton
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Continuacion...

Iteracion:1

(0 _ [ 0i5 ]
1 o)y _ | 04578 1.934
Je () [0.1934 0.5040

@ _ |05 —0.0588
X\ = —
1 0.4533
| S —
X(O) Ax(o)

Error=||Ax(©)]|| = 0.4533

—0.6065
F(x®) = l 1.1321

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

71 = Método de Newton



Continuacion...

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Solucién: 3 N||)g. H.ermes
antoja C.

Algoritmo del Punto Fijo:
Xo + e X1

== g1(x1, x2)

X1 +e >
Xo = 5 = g2(x1,x2)
g1(x1, x2)
G(X17X2) gQ(Xl,XQ) 1
Prueba de la convergencia:
g1 0g
o 0% B l —0.3033 0.5

Je=1 dg Og 05  —0.1839
aX:[ 8X2 [0.5,1] 72 Método de Newton




Continuacion...

[|Jg]|ec = 0.8033 . Por lo tanto Converge.

( ) —x"
Xl(k+1) +te 1
PN )
X2(k+1) _ Xl( )+ e .
Primera lteracion:
x(® =105 17
1 —0.5
M = % — 0.8033
-1
03 e 4339

= [0.8033 0.4359]

Sistema de
Ecuaciones No
Lineales

Mg. Hermes
Pantoja C.

73 = Método de Newton
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