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Longitud de Arco
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Teorema

Si C es una curva suave dada por

r(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k, en un intervalo [a, b], entonces
la longitud de arco de C en el intervalo es

3 Longitud de Arco

o= [ VW OR+ b @F + E@F = [ lIF @l

Ejemplo

Hallar la longitud de arco de la hélice circular

r(t) = (cos t,sint, t) desde el punto (1,0,0) al punto
(1,0,2m)
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Parametro Longitud de Arco
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Para estudiar las propiedades geométricas de una curva, el Mg. Hermes

s . Pantoja C.
parametro adecuado es a menudo la longitud de arco S.
4 Longitud de Arco

Definicién
Sea C una curva suave dada por r(t) definida en [a, b], la
funcién longitud de arco esta dado por

s(t):/atH/(t)Hdt Vit € [ab]

A la longitud de arco s se llama parametro longitud de arco.
Notacién:

ds R
5 = s @) =r ()]




Ejemplo

Sea C una curva descrita por la funcion

r(t) = (3 — 3t,4t), 0 <t <1, describir la curva C en
términos de la longitud de arco.

Nota:

Si t es cualquier parametro tal que ||¥'(t)|| = 1, entonces t
es parametro longitud de arco.
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Ejercicio
- e . s . 6 Longitud de Arco
Una trayectoria esta dada por la funcién vectorial

Reparametrizacién
de una Curva

Vectores Unitarios

2
g(s) = | s — arctan(s), % In(s® 4 1), arctan(s) Ve e

Curvatura y
Torsién

Determinar si el parametro s es la longitud de arco. o

Torsién
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Ejercicio

Funciones
Vectoriales

Mg. Hermes
Pantoja C.

7 Longitud de Arco

Sea F : R :— R3 una funcién diferenciable tal que ¥x < 0 Reparametrizacion

de una Curva

Vectores Unitarios

1 X
F(x) =g(x)A+ —/ g'(t)F(t)dt
S0 e
donde g : R — R es diferenciable Vx € R, / |[g'(x)| =1, A e

constante unitaria. Hallar la longitud de arco de la curva
desde x = 0 hasta x = 1.
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Ejercicio

Una mosca esta trepando a lo largo de una alambre
helicoidal, de modo que su vector posicién es

r(t) = (6 cos(nt), 6sin(nt),2t), t<0

.En qué punto la mosca chocara con la esfera
x? 4+ y? + 22 = 100 y que distancia recorrera para llegar ahi
(suponiendo que inicio cuando t = 0)7?.
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8 Longitud de Arco
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Reparametrizaciéon de una Curva
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DefIHICIén Mg. Hermes
Sea C una curva regular parametrizada porr: | C R — R3 y Pantola
¢:J—1 ,J, 1 C R,una funcién real sobreyectiva con

9  Reparametrizacién
de una Curva

derivada continua y ¢'(s) # 0 Vs € J. Entonces la funcién
compuestau=ro¢:J C R — R3 se llama
reparametrizacion de la curva C la cual también es
regular.
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Ejemplo
Reparametrizar la hélice circular

C: r(t) = (cost,sint, t); te][0,7]

a partir de la funcién real ¢(s) =Ins, Vs e [1,e"]
Solucién: Definimos la reparametrizacién de la hélice
circular C

u(s) = (rog)(s
s)) = (cos(Ins),sin(Ins),Ins); s € [1,€e"]

u(s) = r(¢(
V2

|lu’(s)|| = — rapidez variable
s
La hélice circular C, se describe con rapidez constante

(0l =v2
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Vectores Unitarios

Definicion (Vector Tangente Unitario)

Sea C una curva suave representada por
r:[a bl — R"

El vector tangente unitario denotado por T(t) en la
direccién de ¥ (t)
r'(t)
T(t) =
()]
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Funciones

. Vi ial
Observaciones: e
g. Hermes
i . i Pantoja C.
» La suavidad de C asegura la existencia de T.
» El vector T cambia de direccion en forma muy lenta
cuando C se parece a una recta.
» El vector T’ es ortogonal a T, 12 Vectores Unitario

» La recta tangente a la curva C esta dada por

Ly :r(to) + AT(t), A€R o
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Definicién (Vector Normal Principal)

Sea C una curva suave representada por
r:[a bl — R"
El vector normal principal unitario denotado por N(t)

T
N = 7]

IT'(8)[] # O
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Definicién (Vector Binormal)
Sea C una curva suave representada por

r:[a, b] = R"
El vector binormal unitario denotado por B(t)

B(t) = T(t) x N(t)
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14 = Vectores Unitarios
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Componente Tangencial y Normal de la Acel-
eracion
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Teorema (Vector Aceleracién)

15 = Vectores Unitarios

si K(t) es el vector posicién de una curva suave C y N(t)
existe, entonces el vector aceleracion a(t) se encuentra en el
plano determinado por T(t) y N(t).




Componente Tangencial y Normal de la Acel-
eracion
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ar = a. T = | || 16 Vectores Unitarios
14
Curvatura y
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Curvatura
ay=alN="-—"—""=/|[a]]2 — a%




Ejemplo

Ejemplo
Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracion
para el vector de posicién dado por r(t) = (3t, —t, t?)
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Curvatura

Funciones

Vectoriales

Un uso importante del parametro longitud de arco es hallar Mg, Hermes
la curvatura, la medida de clian agudamente se dobla una Pantoja ¢
curva.

Definicién

Sea C una curva suave (en el plano o en el espacio) dada
por r(s), donde s es el parametro longitud de arco. La
curvatura K en s esta dada por

k=% =Tl

18 = Curvatura

Ejemplo

. . 1
Mostrar que la curvatura de un circulo de radio r es K = —
r
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EJem pIO Longitud de Arco

Hallar la curvatura de la curva definida por Reparametrizacin
de una urva
3

3 4
rs) = (Sin(gs), COS(ES)’ 55) Cty
Torsion

Vectores Unitarios

19 = Curvatura

Torsién

Universidad Nacional de
Ingenierfa
Facultad de Ingenieria
Mecénica



Teorema
Si C es una curva suave dada por r(t), entonces la curvatura
K de C en t estd dada por

_ T @I _ [IF(e) < 7(2)]]

A TP O TR O]IE

Ejemplo
Hallar la curvatura de la siguiente curva

r(t) = (cost + tsint,sint — tcost,3)
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Funciones

Teorema Vectoriales
. s . s . Mg. H
Si C es la grafica de una funcién dos veces derivable Pantoja C.
y = f(x), entonces la curvatura K en el punto (x,y) esta et de Ao
dada por Reparametrizacién
K B |yll| de una Curva
- N2 3 Vectores Unitarios
1+ (y)?]2
Curvatura y
Torsién
. 21 = Curvatura
Ejemplo )
Hallar la curvatura de la parabola dada por y = x — sz en

x = 2.
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Teorema
Dada la funcién vectorial r(t) = (f(t), g(t)) donde
x = f(t)

y = g(t)

Entonces Xy |
Xy —y'x

()2 + (')

Ejemplo

Determinar la curvatura de la elipse

x = 3cost

y =2sint

En los puntos que corresponde at =0, t = 7/2
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Torsion
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La torsidén es un nimero real que indica el levantamiento de
una curva C con respecto a su plano osculador en un punto
dado (Mide el levantamiento de una curva)

Definicién (Torsion)

Definimos la torsién a la curva como

() = —N(s). 22 (6)

23 Torsion
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Observaciones: Pantoja C.
Longitud de Arco

Reparametrizacién
de una Curva

» — esortogonal a T
ds

» — €es Ortogonal a B Vectores Unitarios
ds Vectores Uniario
. Curvatura y
NOta' Torsién

La torsién para una curva plana es cero ( 7(s) = 0) Coratrs

24 Torsion
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Férmulas de Frenet Serret
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dT Longitud de Arco
1. — = kN ;
dS Reparametrizacién
le una Curva
dN ‘
2. d_ == _kT + TB Vectores Unitarios
S Vectores Unitari
dB Curvatura y
3. — = _TN Torsién
d:
S .
25 Torsién

1. T'(t) = k(t)s'(t)N(t)
2. N'(t) = —k(t)s'(t)T(t) + 7(t)s'(t)B(t)
3. B(t) = —7(t)s'(t)N'(¢t)
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Teoremas Adicionales
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Reparametrizacién

> r// — S//T + k(sl)zN de una Curva
> rl X rl/ — k(s/)3B Vectores Unitarios
"o [N 2(N\3 1t ()2 \3 urvatura y
> " =[" — k°(S')]T + [Bks's" + K'(s')°IN + k7(s')°B  Conorures
> ( / //) " ) T
v xr).r

7(t) =

‘r/ X r//‘2
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Ejemplo
Una trayectoria estd dada por la funcién vectorial

Longitud de Arco
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Vectores Unitarios

2
r(s) = | s —arctans, % In(s® +1),arctan s Vectore Uncrs

Curvatura y
Torsién

Curvatura

Hallar la torsién.

27 = Torsién
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