Funciones Reales de Varias Variables

Mg. Hermes Pantoja Carhuavilca

Universidad Nacional de Ingenieria
Facultad de Ingenieria Mecanica

RO
3 B,
b L,

Calculo Vectorial



Agenda

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes

Funciones de Varias Variables Pantoja C.

Introduccién

Funcién real de varias variables

Dominio y Rango

Grafica de funciones de varias variables
Algebra de Funciones

Conjuntos Abiertos y Cerrados

Limites de una funcién de varias variables
Continuidad de funciones de varias variables
Derivadas Parciales

Derivadas Parciales de Orden Superior
Diferenciabilidad y Diferencial Total
Derivacién Parcial Implicita

Funciones de
Varias Variables

Universidad Nacional de
Ingenierfa
Facultad de Ingenieria
Mecénica



Nota Historica

Funciones Reales

Sonya Kovalevsky (1850-1891). Gran parte de la de Varias Variables
terminologia usada para definir limites y continuidad de una Folini

funcién de dos o tres variables la introdujo el matematico

aleman Karl Weierstrass (1815-1897). El enfoque riguroso

de Weierstrass a los limites y a otros temas en calculo le Y s
valié la reputacién de “padre del anélisis moderno”. Dominio y Faneo
Weierstrass era un maestro excelente. Una de sus alumnas
fue la matematica rusa Sonya, quien aplicé muchas de las Coniuos i ‘
técnicas de Weierstrass a problemas de la fisica matemética it de v funcen
y se convirtié en una de las primeras mujeres aceptada como v oo
investigadora matematica. S
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Funcion real de dos variables

Funciones Reales
.. de Varias Variables
La temperatura T en un punto en la superficie terrestre en Mg. Hermes
. . . . Pantoja C.
cualquier tiempo depende de la latitud x y la longitud y del

punto. Podemos considerar Lneone e
4 Funcién real de varias
T = f(X’ y) variables

ominio y Rango

4. @4590)
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Definicién
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Definicion
Una funcién f de dos variables es una regla que asigna a Funciones de

P . Varias Variables
cada par ordenado de nimeros reales (x,y) de un conjunto
D, un ndmero real dnico denotado por f(x,y)

e

Funcién real de varias
variables

v
() e T
R B _'_ __7_7_,__7__\_\ \K\
S e f o flah) g
0 x . A 0 flx,y) z
D e
(a, b)
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Funcion real de n variables

Definicién
Sea U C R" un conjunto de n-uplas. Si a cada n-upla de U

diferente le corresponde un niimero real w, entonces se dice
que f es funcién de x

f:UCR" — R
X — w
w = f(x)
f
Uew” h N
\
X w
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Dominio
Definicién (Dominio)

Dom(f)={xe UCR" / JweR A w="Ff(x)}

Ejemplo

Hallar el dominio de la siguiente funcién
f(x,y) = xIn(y? — x)

Solucion:

Dom(f) = {(x,y) € R? / x < y?}

v

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real de varias

7 Dominio y Rango

dad de funciones

de varias variables
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Rango

Definicién (Rango)
Ranf(f) ={z=f(x,y) € R / (x,y) € Dom(f)}

Ejemplo

Hallar el rango de la siguiente funcion

fx,y) =V9—x*—y?

Solucién:
0<x°+y?’=—x>—y?’<0=9-x>—-y?<9

VI—x2—y?2<3=0<41/9—x2—y2<3

—_——
f(x.y)

Rang(f) = [0, 3]
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Ejercicios

Hallar el dominio de las funciones
1
1. f(x,y)=—

2. g(x,y) = Nz
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Grafica de funciones de varias variables

Funciones Reales

Def| n |C|én de Varias Variables
H 2 s Lo . Mg. Hermes
Sif:D C R — R, el grafico de f es un conjunto de Pantoja C.

punl’OS de R3 Funciones de
Varias Variables

Gr(f) ={(x,y,2) e R¥\(x,y) € D A z=F(x,y)}

minio y Rango

8

Grafica de funciones de

varias variables
Semiesfera Alg
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Ejemplo

Ejemplo

Graficar f(x,y) =18 — x?> —y

(1,2,13)

2
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Curvas de Nivel
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Suponga que la superficie z = f(x, y) se intersecta con el '
plano z = ¢, y que la curva de interseccién se proyecta sobre e

el plano XY. Esta curva proyectada tiene a f(x,y) = ¢ 12) Grafica de fnciancs de
como su ecuacién, y la curva se denomina curva de nivel de e

la funcién f en c. Cada punto de la curva de nivel
corresponde a sélo un punto de la superficie que se ot e
encuentra a ¢ unidades de ella. ‘
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Curvas de Nivel
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Ejemplo

Ejemplo

Graficar las curvas de nivel de la funcién

sin(v/x2 + y?)

Z:f(X,y):

=
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Ejercicios

Hallar las curvas de nivel de las superficies

1. z

2. z=

2x+y—1

X2 2
2y
4 9

&
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Superficie de Nivel
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El concepto de curva de nivel puede extenderse una

.. . . - . ominio y Rango
dimensi6n para definir una superficie de nivel. Si f es una . oo o o
funcidn de tres variables y ¢ es una constante, la grafica de Niebra de Funcion
Conjuntos Abierto:
la ecuacién f(x,y,z) = c es una superficie de nivel de la

funcién f. ottt o e
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Ejemplo

Ejemplo

Encontrar las superficies de nivel de la funcién
f(x,y,2) =x*+y* +2°

Solucién:

s
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Algebra de Funciones

Sean
f:UCR" R
g:VCR" >R
Con dominios U y V respectivamente, definimos
1. (f£g)(x) = f(x) £ g(x) Dom(f +tg)=UNV
2. (f.g)(x) = f(x).g(x) Dom(f.g)=UNV

3. (f/g)(x) = f(x)/g(x) Dom(f/g)=UnNV —{x/
g(x) = 0}
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Conceptos Previos

Si xg = (x1,x2,...,xn) € R"y § > 0, el conjunto
B(xgp;0) ={P € R" / ||P — xo|| < d}

se llama bola abierta de centro xq y radio ¢.
El conjunto

B'(x0;6) ={P €R" / ||P — xo|| < 6} — {xo0}

Se llama bola abierta reducida.
El conjunto

B(xp;0) ={P € R" / ||P — xo|| < ¢}

Se llama bola cerrada.
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Conceptos Previos
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Definicién
Un conjunto D C R" es abierto o
< VxeD, 30>0/B(x,0) c D

Definicién
Un conjunto S C R" es cerrado <= el complemento de S 20 Conjutos Abietosy
es abierto. .

Definicién
Sea D C R"; el punto xyp € R" es un punto de acumulacién
de D siVe>0, B'(x0,0)ND # &
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Bola Abierta - Punto Interior - Punto Frontera

o
P
.
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Il
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_-Punto Frontera

* Frontera de R
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Punto de Acumulacién

B(x,,8) U #®
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Limites de una funcién de varias variables
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Funciones de
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Sea f : D C R" — R una funcién, xg € R" punto de B
acumulacién de D y L un ndmero real. Se dice que el limite ominioy Rango
Grafica de funciones d
en Xg es L.
lim f(x)=1L Conjnts Ao
x—)XO Cerrados
23 Limites de una funcién de

<= Ve>0, 30 >0 tal que 0 < ||x—xo|| < & = |f(x)—L| < 6 b'
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Continuacion..

2

®
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Ejemplo

Funciones Reales

i de Varias Variables
E_jem p|0 Mg. Hermes

Pantoja C.
Demostrar

2 Funciones de
. ) Xy ciones
a Ilm X2 + y2 = 2 b ||m [ A — 0 Varias Variables
( )(x,y)ﬁ(l,l)( 2) ( )(x,y)e(o,O) X2 4 y2
li 2 =8
(C) (X7y)ll)n(]_72) Xy + y Dominio y Rango

Grafica de funciones d

varias variables

Alg;

Fui

Conjuntos Abi
V4

Cerrados
A _/_3

25  Limites de una funcién de
varias variables

Continuidad de funciones

Diferenciabilidad y

5 e \ } Derivacién Parcial Implicita
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Teorema

Sea S1 y S» conjuntos en R? que tienen al punto (xo, yo)
como un punto de acumulacion y si

lim f(x,y) # lim f(x,y)
(x,¥) = (%0, %0) (x,¥) = (x0, %0)
(PebS) (PeSy)
entonces lim f(x,y) no existe.
(Xy}’)—)(Xo,}/o)
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Ejemplo

Determinar si

existe

Ejemplo

Determinar si

existe

X2y2

() 2(0,0) X* + ¥

x2y2 .

m P —
() 2(0,0) X2 + 2
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Propiedades de Limites

Sean
f:UCR" =R

g:VCR">R
Con dominios Uy V respectivamente, tal que Iim0 f(x)y
X—> X
Iim0 g(x) existen y si x0 es un punto de acumulacién de
X—>XI

U NV, entonces

1 xli—>r20(f + g)(x) - x|i>n;(]0 f(x) + xlig(‘() g(X)
2 x“—>n)20(f'g)(x) - x|i>n;(|0 f(x) x|i>n>20 g(X)
3. lim (/8)(x) = lim £(x)/

Jim g(x) Si lim (g)(x) # 0
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Funciones Reales
de Varias Variables

Teorema et C.
Sean g, f y h funciones de n variables definidas en una bola
abierta B(x0; r), excepto tal vez en x0 mismo, tal que /

g(x) < f(x) < h(x) VxeB(x0r) S
ysi lim g(x) =L = lim h(x) entonces, lim f(x) existe y e

x—x0 x—x0 x—x0 Cerrados

lim f(x) =L ) Lot e s
x—x0 o

Diferenciabilidad

Diferencial Total
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E_jem p|O Funciones Reales

de Varias Variables
Sea

Mg. Hermes
f‘( ) Xy2 Pantoja C.
X = —>5
’y X2 _|_ y2 Funciones de

Varias Variables

Hallar  lim  f(x,y) si existe.
(g )

Ejemplo
Sea

f _ Xty 4y 0 ) e s
(x,y) = (x2 1 y2)2 Coninidad de

Hallar  lim  f(x,y) si existe.
(x,y)—(0,0) by)

Derivacién Parcial Implicita
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Continuidad de funciones de varias variables

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Definicion noduci
Sea f : U C R" — R una funcién definida en U, se dice f es
continua en xg € U si cumple las siguientes condiciones

1. f(xo) existe

je una funcién d:

2. lim f(x) existe
0

X—> X
31 Continuidad de funciones

3. ||m f(x) = f(xo) de varias variables

X—X0 e
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Tipos de discontinuidad

Funciones Reales
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» Discontinuidad removible
lim f(x,y) = L existe Sominio y Rango
(x,y)—(0,0) () e e s
Se redefine f en (xp, yp) como L gebr d Funcon
Conjuntos Abierto:
» Discontinuidad esencial T
lim  f(x,y) no existe. 22) Conimidad g uncioe
de varias variables

(x,y)—(0,0) ervads par

Diferenciabilidad
Diferencial Total
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Ejemplos

Funciones Reales
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Funciones de
Varias Variables

Ejemplo
Analizar la continuidad de

4

F(x,y) = Sm; (x,¥) # (0,0)

(x,y) = (0,0)

33 Continuidad de funciones
de varias variables

En el punto (0,0) oo it

Derivadas Pa
den Sup

Derivacién Parcial Implicita
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Ejemplos

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Ejemplo
Analizar la continuidad de
3x%y
f(X,y): X2+y2; (X,y);é(0,0)
0 (x,y) = (0,0)

34 Continuidad de funciones

de varias variables

En el punto (0,0) Dot Pt

Derivadas Pa
den Sup

Derivacién Parcial Implicita
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Ejercicio

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Introduccién

Funcién real de varias
Analizar la continuidad de e

. R
X Algebra de Funciones
f(X, y) — X(X2 —I— y2) ; (X) .y) ?é (0; 0) Conjuntos Abiertos y

Cerrados

0 (X7 }/) = (0, 0) ‘ ,:w‘;) funcién de

35  Continuidad de funciones
de varias variables

En el punto (0,0)

Deri

as Parciales de

Orden Superior

Derivacién Parcial Implicitz
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Ejemplo

Ejemplo
Analizar la continuidad de la siguiente funcién:

Flx.y) = x24+4y? si x*4+4y*><5
24 3 si x> +4y>>5

36

Funciones Reales
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Mg. Hermes
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Funciones de
Varias Variables

Algebra de Funciones

Conjuntos Abiertos y

Cerrados

una funcién de

variables

Continuidad de funciones
de varias variables
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Solucién
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Funciones de
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Introduccién

Funcién real

x24+4y2 =5

Dominio y Rango

varias variables

Alg

bra de Funciones

Conjuntos Abiertos
Cerrados
fe

Limi una funcién de

varias variables

%

Continuidad de funciones
de varias variables

(x0,y0) :

Derivadas Parciales

das Parciales de

n Superior
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Diferencial Total
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Solucién

Flx.y) = x? 4 4y? si x>+ 4y? <5
Y=Y 3 si x> +4y?>5

x?>+4y? si x>+ 4y?> <5 Continua
f(x,y)=% 5 si x*+4y*=5
3 si x> +4y?>>5 Continua

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

38  Continuidad de funciones
de varias variables

Derivacién Parcial Implicita
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de

Analizaremos la continuidad de f(x, y) sobre la elipse Ve arebles
x?+4y? =5 :

x> +4y? si S;:x?>+44y?> <5 Continua i
f(x,y)=14 5 si x2+4y2=5 i
3 si S»:x?>+4y?>>5 Continua

a funcién de

varias variables

39  Continuidad de funciones
de varias variables

f(x0,%) =5,  x¢+473=
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Solucién

x>+ 4y? si S;:x%2+4y?> <5 Continua
f(x,y)=1< b si x> +4y’> =5
3 si S>:x?>+4y?>>5 Continua

lim f(x,
(x,y)—(x0,%0) 2
S1:{(x,y) /
x? 4+ 4y? <5} lim f(x,y)=5
(x,¥) = (0, y0)
(va) € 51

40
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Solucién

x>+ 4y? si S;:x%2+4y?> <5 Continua
f(x,y)=1< b si x> +4y’> =5
3 si S>:x?>+4y?>>5 Continua

lim f(x,
(x,y)—(x0,%0) 2
S {(x,y) /
x? 4+ 4y? > 5} lim f(x,y)=3
(x,¥) = (0, y0)
(va) € 52

a1
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real de varias

variables

lim f(x,y)=5#3= lim f(x,y) Darmiioy Rango
(x,¥) = (%0, 0) () =+50.%0)

(x,)ES,
(Xay) € Sl

Grafica de funciones de
varias variables

Algebra de Funciones

Conjuntos Abi
Cerrados

osy

Limites de una funcién de

varias variables

42 Continuidad de funciones
E I L 1 i 1 de varias variables
Imite no existe
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Solucién

lim
(x,¥)=(x0,%0)

f(x,y)

No existe

Para todo (xo, yo) tal que xZ +4y2 =5

s
&

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real de varias
variables

Dominio y Rango

Grafica de funciones de
varias variables

Algebra de Funciones

Conjuntos Abierte

Cerrados

Limites de una funcién de
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Conclusién

x> +4y? si x2+4y? <5
Flay) = 3 si x>4+4y?>>5

» f(x,y) es continua para R? excepto sobre la elipse
x? +4y? =5

» f(x,y) no es continua sobre la elipse x?> + 4y? =5

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

una funcién de

44 Continuidad de funciones
de varias variables

Derivadas Parcial
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Funciones Reales
de Varias Variables

., . . Mg. Hermes
Definicién (Continuidad en un Intervalo) Pantoja C.
Sea f : U CR" — R. Se dice que f es continua en todo U [ondones de
si solo si es continua en cada punto de U. hirducei
Teorema SR
Si f y g son continuas en xg, entonces también son

Conjuntos Abiertos

mites de una funcién de

f'
continuas; f t g, f.gy E (g(x0) #0).

45  Continuidad de funciones
de varias variables
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Derivadas Parciales

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

f(x+ Ax,y) — f(x,y)

Dif(x,y) = lim

B0 ey Ay — f(xoy)
. X,y +Ay)—1f(x,y
Parby) = Ay

Las derivadas parciales existen siempre que sus limites
existan. Notacion:
of of
Dif=—=Hf=H Dyf =— =1fh =1,
1 ox 1= b 2 By 2 =1y

Nota:
La existencia de las derivadas parciales en un punto no
garantiza la continuidad en dicho punto.




Ejemplo

of of

. _ 2,3
Si f(x,y) = x“y>, obtener VR4 dy

Ejemplo
Xy

— , 0,0
Sea f(x,y) =< x>+y? (x,y) #(0.0)
0 (x,y) =(0,0)

Hallar £,(0,0) y £,(0,0)

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

o y Rango

e funciones de

ariables

Derivacién Parcial Implicita
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Ejemplo

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Ejemplo
xy(x* — y?).
Seaf(x.y)=1{ x2gy2 (x,y) #(0,0)

0 (x,y) =(0,0)
Hallar D1£(0,0) y D»f(0,0)

48 = Derivadas Parciales

Derivadas Parciales de
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Derivacién Parcial Implicita

Universidad Nacional de
Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
@ Mecénica



Solucion:

xy(x? — y?).

fey)=0 xzgyz 07
0 (Xay):
f(0+ Ax,0) —

le(O, 0) = |imAX_>0

(0,0)

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

(070) {Tﬂmm
(0,0)

o y Rango

e funciones de

ariables

Ax

_ -0
Pur0.9) = JImy A
D1f(0,0) =0

49
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Solucion:

xy(x2 — y2
flx,y) = y)ETy{); (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)

f(0,0+ Ay) — f(0,0
sz(0,0):limAy_}() (’ + y) (’ )

0 By
D>f(0,0) = lim ———

D,£(0,0) =0

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

o y Rango

e funciones de

ariables
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Ejemplo

Ejemplo

f(Xay) =

Calcular: D1f(0,0) y D2f(0,0)

2x3 — 3x%y —y3_
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Solucién

v

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real de varias
variables

Dominio y Rai

Grafica de funciones de
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Algebra de Funciones
Conjuntos Abiertos y
Cerrados

Limites de una funcién de
varias variables
Continuidad de funciones
de varias variables
Derivadas Parciales
Derivadas Parciales de
Orden Superior
Diferenciabilidad y
Diferencial Total

Derivacién Parcial Implicita

Universidad Nacional de
Ingenierfa
Facultad de Ingenieria
Mecénica



Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
2X3 _ 3X2y _ y3 ;é Varwa: \jariablcs
y X
o) ={  (x=yP y
0 X = y

Do1(0.0) = Jim. £(0,0 + AAy) ~ £(0,0)
y— y
Ay3
N .
D>f(0,0) = AI)i/rEOX—y =1

Derivacién Parcial Implicita
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real

variabl

Dominio y Rango

Grafica de funciones de
varias variables

Algebra de Funciones
Conjuntos Abiertos y
Cerrados

Limites de una funcién de

varias variables

¢

de varias variables
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Derivadas Parciales

Derivadas Parciales de
Orden Superior
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E

(x,-2))

m=L(x,)

ox

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real de varias
variables
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a_f at pendiente en la -

(g ¥gs Zg)

Plane: y =y,

(xo, Yo ZD)

Plane: x = x,

if - pendiente en la
ay direccién de ¥

Funciones Reales
de Varias Variables
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.
EJem plO Funciones de
. . . Varias Variabl
Hallar las pendientes de la superficie dada por B

fx,y) =1—(x—1)*—(y - 2)°

en el punto (1,2,1), en las direcciones de x y de y.

Derivacién Parcial Implicita
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Derivadas Parciales de una funcién de tres o mas

variables
) f(x+Ax,y,z) —f(x,y,z
Kloa) = fm, SIS
. f(X7y+Ay7z)_f(X7yaz)
flxy,2) = Jim A
. f(X,y,Z—|—AZ{—f(X7y,Z)
Alra) = fimg ~

En general, si w = f(x1, x2, ..., Xp), hay n derivadas
parciales denotadas por

ow

ai)q(:ka(X]_’Xz,,..,Xn), k:1727”'7n

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.




Derivadas Parciales de Orden Superior

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
» Derivar dos veces con respecto a x Pantoja C.
0 (O0f 0%f f p
_— _— = — = = 11 nirodu
Ox \ Ox ox2

» Derivar dos veces con respecto a y

o (o) 20 _
ay \ay) —ay2 7%

» Derivar primero con respecto a x y luego con respecto a « ow.
y

o (00
dy \ox) —oyox ¥ P




Continuacién

» Derivar primero con respecto a y y luego con respecto a

X

9 (of
dOx \dy

P

= yx:f21

61

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
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Derivada de orden superior

Definicién (Definicién de derivada de orden superior)

z=f(x,y)

. Dif(x,y+ Ay) — Dif(x,
Diof(x.y) = fim 1f(x,y Ayy) 1f(x, )

Definicién (Definicién de derivada de orden superior)

z="1(x,y)
D> f A — Dof
D21f(X,y) — lim 2 (X+ X’y) 2 (X7y)

Ax—0 Ax

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.




Ejemplo
Hallar las derivadas parciales de segundo orden de
f(x,y) = 3xy? — 2y + 5x2y?

Ejemplo
2xy
Sea f(x,y) =4 X2+ y2 (x,y) #(0,0)
0 (x,y) = (0,0)
Calcular D12f(0,0) y D»1f(0,0)

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Conjunto:
Cerrad

una funcién de

varias variable:

ad de funcione:

ariables

Parcial
6

)
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Ejercicio

2,2
Sea f(x,y):{ Xnyyzl; (x,y) #(0,0)
0

0 (x,y) =(0,0)
Calcular Dlzf( ,0) y D21 f(O, 0)

6

2

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

n real de varias

ariables
Dominio y Rango

Grafica d:

varias variables
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Al
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Teorema

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Teorema Pantoja C.

Suponga que f es una funcién en las variables x e y, que
esta definida en el disco abierto B((xo, yo), r) y que f, f,, fy,
y fyx estan definidas en B. Ademds, suponga que £, y f,x
son continuas en B. Entonces

fy (X, ¥) = fix(x, )

Ejemplo N o
xy(x? —y?) s Pt e
Sea f(x,y):{ X2 y2 (x,y) # (0,0)
0 (X7 y) = (Oa 0)
Calcular D12f(0,0) y D211(0,0) si existen.




Solucién

Para (x,y) # (0,0)

0 [ xy(x*—y?)|  y(x*+4x%y? —y*)
. _

Para (x,y) = (0,0)

Dif(0,0) = lim_

£(0+ Ax,0) — £(0,0)

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

o y Rango

e funciones de
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

}/(X4 4 4X2y2 _ y4)
le(x,y): (X2+y2)2 ' (X7Y)7é(0’0)
0: (x,y) = (0,0)

D:1f(0,4+Ay) — D;1f(0,0
D12f(0,0):A|}i/nlo 1f (0, + )2), 1£(0,0)
D12f(0,0) =1




Solucién

x(x* 4 4x2y? — y*)
D2f(X,y): (X2 _|_y2)2 ! (X,}/)#(O,O)
0; (x,y) = (0,0)

_ Dof(0+ Ax,0) — D,f(0,0
0f(0.0) = im, LS =2RT
D»1£(0,0) = 1

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables




Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Introduccién

2 2 Funcién real

xy(x* — y?) e
—_— 0 O Dominio y Rango

fooy) =9 aatyz )7 0.0
0 (x,y) =(0,0)

D12f(0,0) = —1
Dot f (0, 0) =1 e

Derivadas Parciales

Cerrados

funcién de
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Diferenciabilidad y Diferencial Total

Funciones Reales
de Varias Variables

Definicién Me. Hermes
Si f es una funcién de las variables x e y, entonces el Pantoja C.
incremento de f en el punto (xo, yo), denotado por

Af(xo, Y0), esta dado por

Af(x0,¥0) = f(x0 + Ax,y0 + Ay) — f(x0, ¥0)
Definicién
Si el incremento de una funcién se puede expresar como

Af(xo, y0) = D1f(x0, yo)Ax + Daf (x0, yo) Ay + e1Ax +e2Ay

70 = Diferenciabilidad y
Diferencial Total

donde €1 = €1(Ax, Ay) y €2 = e2(Ax, Ay)

lim €1 = 0= lim €2
(Ax,Ay)—(0,0) (Ax,Ay)—(0,0)

entonces f es diferenciable en (xo, yo).




Ejemplo

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. H.ermes
Ejemp|0 Pantoja C.
Hallar una aproximacién del valor /4.04 x 8.97
Solucién:

Ax =0.04, Ay =—-0.03, f(x,y)= /Xy o
f(xo + Ax,yo + Ay) = f(x0, Yo) ;r fc(x0, Yo) Ax + f,(x0, yo)Ay

y variales
f(x,y) = 2/ fy(x,y) = 2%y e e
3 1 S
£(4,9) =, £,(4,9) ==
( 9) 4 y( 9) 3 71  Diferenciabilidad y

Diferencial Total

3 1
f(4+0.04,9-0.03) ~ 6+ ; x (0.04) + 5 x (-0.03) =6.02f ~

Ingenieria



Ejemplo

Demuestre que la funcién f(x,y) = x? + 3y es diferenciable
para cualquier punto (x, y)

72
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Funciones de
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Teorema

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Seaf: UCR? =R, f es diferenciable en (xg, yo) € U, si

sus derivadas parciales en (xo, yo) existen y si

Af(x0,y0) — fi(x0, Yo) Ax — f,(x0, Yo)Ay
(Ax)2 + (Ay)?

m
(Ax,Ay)—(0,0)

donde

Af(x0,y0) = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(x0, o)

73 Dife a
Diferencial Total
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Ejemplo

Demuestre que f(x,y) = x> + y? es diferenciable en todo
(%0, ¥0)-

74

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real de varias
variables

Dominio y Rango

Grafica de funciones de
varias variables

Algebra de Funciones

Conjuntos Abierte

Cerrados

Limites de una funcién de
varias variables

Continuidad de funciones

de varias variables

Derivadas Parciales

arciales de
Orden Superior

Diferenciabilidad y
Diferencial Total

Derivacién Parcial Implicita

Universidad Nacional de
Ingenierfa
Facultad de Ingenieria
Mecénica



EJem pIO Funciones Reales

de Varias Variables

Demuestre que la funcion Mg. Hermes
2Xy ( ) # (0 0) Pantoja C.
X?
f(x,y) = { Vx4 y?
0 (x,y) = (0,0)
no es diferenciable en (0,0). o

Ejemplo
Averigue la diferenciabilidad en (0,0) de la funcién ,,
X2y e dss s
B ) X; 0, O n “:“t““ y,nm iones
Fix,y) =9 Vx2+y2 () 7 (0,0) s
0 (X,y) = (070) ecvadas Parciales

75
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Teorema

Sif:UCR?— R, es diferenciable en (xo, yo) € U,
entonces es continua en (xo, yo)

76
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Ejemplo

La funcién f(x,y) es diferenciable en (0, 0)
La funcién f(x,y) es continua en (0, 0)

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
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Observacién 1

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Observacion:
Si f no es continua en el punto Py entonces f no es
diferenciable en Py

de varias variables

78  Diferenciabilidad y
Diferencial Total
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

EJem plO Funciones de
Varias Variables

) x+y—=2 Si x=16y=1
fooy) = 2 Si x#£#1yy#1

Demuestre que f(x,y) no es diferenciable en (1,1) -

una funcién de

variables

Derivadas Parciales de

Orden Superior
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Solucion

Si x=16y=1

Si x#1lyy#1

v

=1

=i

80
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Solucién

) x+y—=2 Si x=16y=1
foay) = 2 Si x#1yy#1
Veamos que pasa con la continuidad de f(x, y)
1. f(1,1)=0

2 dim flxy) = i _
oMy o) =l

3. lim flx,y)=2#0=f(11
oMy FO0¥) =27 0=FL1)

Funciones Reales
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

) x+y—=2 Si x=16y=1
foay) = 2 Si x#1lyy#1

f no es continua en (1,1) entonces f no es diferenciable en

(1,1).
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Observacién 2

La existencia de las derivadas parciales D1f(xo, yo) ¥

Dyf(xo, yo) de una funcién de dos variables no garantiza que
la funcién sea diferenciable en (xo, yo)

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Conjuntos Abiertos
Cerrados
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Ejemplo

Xy . (X y) # (O O) \F/::W'\Z?Q/Casriii\cs
Sea f(x,y) =< x?>+y> S e
0 (x,y) = (0,0)

1. Calcule D1f(0,0) y D»>f(0,0)

2. ;La funcién f(x,y) es diferenciable en (0,0)?
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Solucién

1. Derivadas parciales de f(x,y) en (0,0)

D1£(0,0) = 0;

D,£(0,0) = 0

2. La funcién f no es diferenciable en (0,0).

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
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Conclusiones

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

f(x,y) = W (x,y) # (0,0) S

(Xa _)/) = (0, 0) Crafcn d w

La funcién f no es diferenciable en (0,0) ...




Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Varias Variables

Sif es una funcién x ey, para la que f, y f, son continuas
en una region abierta R, entonces f es diferenciable en R.

Derivadas Parciales de
Orden Sup
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Ejemplo

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

x2y?
f(x,y) = m; (x,y) #(0,0)
0 (x,y) = (0,0)

Demuestre que la funcién f es diferenciable en (0, 0)
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

2xyt i
Dif(x,y) =4 (2 +y2)2 (x,y) #(0,0)

0 (x,¥) = (0,0)

Demostraremos que D;f(x,y) es continua en (0,0) es decir

im  Dyif(x.y) = Dif(0,0) = 0
(ori M0y DL (0¥) = Dif (0, 0)




Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

n real de varias

ariables

lim Dif(x,y)=0
(x)=(0.0)

Al

bra de Funcione:

V e > 0 existe § > 0 tal que oo "

Cerrados

‘D].(X,y) - 0| <€ siempre que 0< \/W_y2 <0 i

tinuidad de funciones

arias variables
s Parciales

arciales de
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2xy*

2x|y*

2K E YA 4 P

(x2 + y2)2

(x2+ y2)2

2xy

(x2 + y2)2

4

(x2 + y2)2

<2/x2+y2<20=¢
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Funcién real de varias
variables
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Grafica d

varias variables

unciones de

Al
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Solucién

Por lo tanto D;f(x,y) es continua en (0,0)

™

N |

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real de varias
variabl

Dominio y Rango

Grafica de funciones de
varias variables

Algebra de Funciones

Conjuntos Abie
Cerrados

osy

Limites de una funcién de
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Solucién

sz(X,y) =

Usando el procedimiento anterior se puede demostrar que

2x*ty _
(x2+ y2)2’
0

D>f(x,y) es continua en (0,0)

(x,y) # (0,0)
(x,y) = (0,0)

Funciones Reales

de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Derivadas Parciales de
Orden Sup
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Conclusiones

2xy*
Dif(x,y) =4 (2 +y2) (x,y) #(0,0)
0 (x,¥) = (0,0)

2x4
Dyf(x,y) = m: (x,y) #(0,0)
0 (x,y) = (0,0)

Dif(x,y) y Daf(x,y) son continuas en (0, 0)
Por lo tanto:
La funcién f es diferenciable en (0, 0)

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Universidad Nacional de

genieria

In
Facultad de Ingenieria
@ Mecénica



Observacién 3

Observacion:

Es posible que una funcién f sea diferenciable en Py aunque

sus derivadas parciales D1f y D>f no sean continuas en Pj.

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Conjuntos Abiertos
Cerrados
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

EJem plO Funciones de

. 1
Sea f(x,y) = (x* + y%)sin <m> (x,y) # (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
Demuestre que f(x,y) es diferenciable y continua en (0, 0)

Varias Variables
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Solucién
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de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de

Dl f(X7 _y) = \/wa: Variables
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

lim  Dif(x,
e Mo.0) D1 ()

. . X 1
lim 2x sin cos

(x,y)—(0,0) VX2 + y? N y2 VX2 + y?

5:{(X7y)/y=X7XZO}
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de

S : {(X7 .y) /.y = X7 X Z 0} Vaﬂa: \jariab\cs

lim 2x sin X L

1
— COS
(x.y)—(0,0) VX2 +y? VX2 + y? VX2 + y?

X 1

cos | ———
x| \v2lx]

lim < 2xsin

1
X0+ V2ix| ) V2
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de

Varias Variables
S H{lxy) /y=x, x>0}

1
lim < 2xsin X

1
- cos | ———
x—0+ V2|x]| V2|x| V2|x|

Jim {axsin () | = tim { Zoeos ()
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

S {(y) /y=x x>0}

Funcién real de v
variables
Dominio y Rango
- - 1 Grafic uncion
lim < 2xsin

COS | — varias variables

\/EX Algebra de Funciones

Conjuntos Abiertos y

1 i
— — 1m
x—0% \/ix x—0*t

a funcién de

1
0— i —
xl>r84r \/§

varial

ntinuidad de funciones

ias variables
Derivadas Parciales
Deriv
Orden Su r
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Solucién

lim
x—0*t

Este limite no existe

V2

Ccos

1

V2x
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Solucién

5:{(X’y)/y=X?XZO}

1
li 2xsin [ —— — i — —
XL%L X sin o xl>n8+ \/ECOS Jax
0 — No existe
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Solucién

lim
(x,)—(0,0)

Este Iimite no existe

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real de varias
variables

Dominio y Rango

Grafica de funci
varias variables

Cerrados

de funciones
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Derivadas Parciales

Deriv
Orden Su
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Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

le(va) =

o y Rango

) dexunciones de
aples

Funcion es

1 X 1 0
i) T mr ) N #
0 ( 0

D1f(x,y) No es continua en (0,0)

2xsin
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Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Siguiendo o
el procedimiento anterior se puede demostrar que D> f (x,y) =

1 y 1
2y sin — CoS | —F/———
g <\/X2+y2> VX2 +y? <X2+y
0

Drf(x,y) No es continua en (0, 0)

Un'\vers'\dad Naciona\ de
eeeeeee



Solucién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

. 1
f(x,y) = (x2 + y2)sm <m> (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)

» Dif(x,y)y Daf(x,y) No son continuas en (0,0).
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Conclusiones

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

flx,y) = { O+ sin (m) (x.¥) # (0,0)
0 (X7 y) = (0, 0)

» f(x,y) es diferenciable en (0,0)
» f(x,y) es continua en (0,0)
» Dif(x,y)y Daf(x,y) No son continuas en (0,0).
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Regla de la Cadena

Teorema

Sea w = f(x,y), donde f es una funcién derivable de x e y.
Six = g(t) yy = h(t), donde g y h son funciones derivables
de t, entonces w es una funcién diferenciable de t, y

ow

ow odx

dt  Ox dt

ow dy
Oy dt

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.
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Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Ejemplo

Funcién real

. ow
Sea w = x%y — y?, donde x =sint ; y = et. Hallar 5 o

Grafica de funciones de

varias variables
Algebra de Funciones

Conjuntos Abiertos y
Cerrados

Limites de una funcién de
varias variables

Continuidad de funciones
de varias variables

Derivadas Parciales

Derivadas Parciales de
Orden Superior
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Ejemplo Pantoja C.
Al calentar un cilindro circular recto sélido, su radio r y
altura h aumentan; por lo tanto, también lo hace el drea S
de su superficie. Suponga que en el instante en que r = 10
centimetros y h = 100 centimetros, r esta creciendo a razon
de 0.2 centimetros por hora y h aumenta a 0.5 centimetros

por hora. ;jQué tan rapido crece S en ese instante?
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Teorema

Funciones Reales

de Varias Variables
Teorema i ) i Mg. Hermes
Sea w = f(x,y), donde f es una funcién diferenciable de x e Pantoja C.

y. Six =g(s,t) ey = h(s, t) son tales que las derivadas
parciales de 0x/Js,0x/0t,dy/0s y dy/0t, existen, .
entonces Ow/0s y Ow /0t existen y estan dadas por

ow _ Owdx  Owdy ow _ Owdx  Owdy

Bs oxos Tayos Y ot oxor | ayor e

7N ) .
(w) s Parcial
I}ll" >\/\ I}ll" ‘~ das Parciales c
LA \ 5 Orden Superior
’)’(/ \\’}’ 113 | Diferenciabilidad y
rd ‘\ Diferencial Total
TN
\J\') 6n Parcial Implicita
dx dyN_< dy
iy ot / / N ds
P \/ Py N, %
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Ejemplo
Seaw="f u, 27Y\ Demostrar que:
Xy yz
ow ow ow
2 2 2
== - Z 0
x Ox Y dy tz 0z
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Derivacion Parcial Implicita

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Teorema Pantoja C.

Si la ecuacién F(x,y) = 0 define a y implicitamente como
funcion derivable de x, entonces

dy _ Fx(x,y)

— = ——"" Fy(x, 0

dx Fy(x,y) 6y #
Si la ecuacion F(x,y,z) = 0 define a z implicitamente como
funcién diferenciable de x e y, entonces

9z _ Kloyz) 0z Rlxy2)
b y? Z) 8-)/ FZ(X, 'y’ Z) 115  Derivacién Parcial Implicita
F2(x,y,2) #0




Demostracioén

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

F(Xayazzoa Z:f(X,y)
Si hacemos w = F(x,y,z), y aplicamos la regla de la cadena

ow  _ Ox 8y 0z
G = Frae TPt e,

Diferencial Total
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Demostracioén

ur7
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variables
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Demostracioén
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Demostracioén

w = F(x,y,z=0, z="1(x,y)
%

Ox

0z  Fx

ox  F,

0=F+F,
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Ejemplo

Encuentre y' si x3 + y3 = 6xy

Ejemplo

Hallar 0z/0x, y 0z/0y, si x3 +y3 + 22 + 6xyz = 1
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Ejercicio

Funcién real

Hallar 0z/0x, y 0z/dy, si 3x%z — x?y? + 223 +3yz—-5=0 R
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Derivada Direccional

Plxy,o:20)
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Derivada Direccional

Definicidn

La derivada direccional de f(x,y) en el punto (xo, yo) en la
direccién del vector unitario u=(a, b) se define como

Duf(x0, y0) = ’|,I_>0

siempre que este limite exista.

- f(xo + ha, yo + hb) — f(x0, y0)

h
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Ejemplo
Dada f(x,y) = x2y — 4y3, calcular D,f(2,1) en las
direcciones de:

V31
272
2. u en la direccién de (2,1) a (4,0).

1. u=
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Teorema

Funciones Reales
de Varias Variables

Teorema M. Hermes
) ., . i . Pantoja C.

Si f es una funcién diferenciable de x e y, entonces f tiene

una derivada direccional en la direccion de cualquier vector

u=(a,b)y

Duf(x,y) = f(x,y)a+ f,(x,y)b

Ejemplo
Encuentre la derivada direccional D,f(x,y) si

f(x,y) = x> — 3xy + 4y?
y u es el vector unitario dado por el angulo 6 = w/6. ;Cual
es Du f(l, 2) Universidad Nacional de

Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
@ Mecénica



Derivada Direccional y Parcial

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

n real de varias

ariables
Dominio y Rango

Grafica de funciones de
varias variables

bra de Funciones

Conjuntos Abiertos y

Cerrados

una funcién de

iables

tinuidad de funciones

arias variables

Derivadas Parciales
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Derivada Direccional y Parcial

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real de varias
variables

Dominio y Rango

u=j=(0,1); O=mn/2
X

s variables

a de Funciones

f h - f Conjuntos Abiertos y
Duf(X,y) = lim ( 24 + ) (X7y) = sz(x’y) Cerrados

una funcién de

iables

tinuidad de funciones

arias variables
Derivadas Parciales

ciales de
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Definicién
El gradiente de f(x,y) es la funcién vectorial

of of\  of . of
VE(x,y) = (a 8y> it o

VE(x,y) = grad f(x,y)
supuestos que las dos derivadas parciales existen

Ejemplo
Hallar el gradiente de f(x,y) = yInx + xy? en el punto

(1,2)

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.
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Funciones Reales
de Varias Variables

Definicién
Sea f(x,y) una funcién diferenciable y u un vector unitario, Folini
Entonces
Dyf(x,y) = Vf(x,y).u
Ejemplo

Hallar la derivada direccional de
f(X,y) = 3X2 — 2y2 arias varfable

ferenciabilida

en (—3,0), en la direccién de P(—3,0) a Q(0,1)

encial Total
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.
EJemplO Funciones de
X2y Varias Variables

Sea f(X,y): m (X,y)#(0,0)

0 (x,y)=1(0,0)
Demostrar que f tiene derivada direccional en (0,0) pero no
es diferenciable en ese punto.

Diferer ad y

diferencial Total
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Teorema

El Gradiente es normal a las curvas de nivel de z = f(x, y).

y

VI(x, yo)

!_. P{xq, ¥o)

Curvade
Nivel: f(x,y) =k

131

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién
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Aplicaciones de la gradiente

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Teorema
Sea f diferenciable en el punto (x,y)

1. SiVf(x,y) =0, entonces D,f(x,y) = 0 para todo u.

2. La direccién de maximo incremento de f esta dada por
Vf(x,y).El valor maximo de D,f(x,y) es ||Vf(x,y)||-

3. La direccién de minimo incremento de f esta dada por
—Vf(x,y).El valor minimo de D,f(x,y) es
— [V )l
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Ejemplo

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Ejemplo
Una particula esta situada en el punto P(—2,1) de una
placa metalica cuya temperatura viene dada por

T(x,y) =20— 4x% — y2

donde x e y se miden en centimetros. jEn qué direccién a
partir de (2, —3) aumenta mas répido la temperatura?,; Cual
es la tasa o ritmo de crecimiento?.
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Funciones Reales
de Varias Variables

. Mg. Hermes
EJem plo Pantoja C.

Un rastreador térmico se encuentra en el punto (2, —3) sobre
una plca metdlica cuya temperatura en (x,y) es

T(x,y) =20— 4x° — y2 o

Hallar la trayectoria del rastreador, si éste se mueve ‘
continuamente en direccién de maximo incremento de [P
temperatura. Continuidad de funcione
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Planos Tangentes

Funciones Reales
de Varias Variables

Definicion Mg. Hermes

Supongamos que F(x,y,z) = k determina una superficie S Pantoja C.
y que F es diferenciable en el punto P(xy, yo, 20) de esta
superficie, con V F(xo, yo,20) # 0. Entonces el plano que
pasa por Py es perpendicular a V F(xo, y0.20) es el plano
tangente a la superficie S en P.

VE

= T. F’Iano
b N 9% a s
L,,/*-** : _7\_\ 135 Derivacién Parcial Implicita
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Teoremal

Teorema Funciones Reales
.. ., de Varias Variables

Para la superficie F(x,y,z) = k, la ecuacién del pano Mg, Hermes

tangente en (xo, Yo, 20) €s Pantoja C.

VF(XOJ/O,ZO)-(X — X0,Y —Y0,Z — ZO) =0
es decir
Fx(xo0, 0, 20)(x—X0)+Fy (X0, Yo, 20) (Y —¥0)+F2(x0, Y0, 20)(z—20) =0

En particular, para la superficie z = f(x,y), la ecuacion del
plano tangente en (xo, yo, 20) €s

z—z9 = fi(x0, Y0)(x — x0) + £, (X0, ¥0)(¥ — »0)
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Continuacion...

Flano tangente a una superficie

100

50 o

Eje Z

.
&0

4100 III

-150

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
. Pantoja C.
Ejemplo
. . .. Funciones d
Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie Varias Variables

x? 4+ y2 +272 =23 en (1,2,3).

Ejemplo

Determinar la ecuacién del plano tangente a z = x> + y? en
el punto (1,1,2)

Diferencial

diferencial Total
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Y4 Funciones Reales
Defl nicion ) de Varias Variables
Supongamos que F(x,y,z) = k determina una superficie S Mg. Hermes

y que F es diferenciable en el punto P(xy, yo, 20) de esta pantela &

superficie, con V F(xo, yo,20) # 0. Entonces la recta que
pasa por P y tiene la direccién de VF(xo, yo,20) se le llama
recta normal a S en P.

Definicién (Ecuaciones Simétricas de la recta Normal a
SenP)

X=X Y= -2

FX(X07y07ZO) Fy(XO)y07ZO) FZ(XOa}/O’zO)
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

. Funciones de
Ejemplo

Varias Variables

Hallar un conjunto de ecuaciones simétricas para la recta

normal a la superficie dada por xyz = 12 en el punto
(2,—-2,-3).
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Teorema

Si F es diferenciable en (xo, yo,20) vy VF(x0, Y0, 20) # 0,
entonces V F(xo, Yo, 20) €s normal a la superficie de nivel que
pasa por (xo, Yo, 20)

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Dif ad y
diferencial Total
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Extremo de funciones de dos variables

Teorema
Sea f una funcién continua de dos variables x e y definida
en una regién acotada cerrada D en el plano XY

1. Existe por lo menos un punto en D, en el que f toma
un valor minimo.

2. Existe por lo menos un punto en D, en el que f toma
un valor maximo.

absolute

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Orden Superior
Diferenciabilidad
iferencial Total
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Deﬂ niCién Funciones Reales
. - s . de Varias Variables
Sea f una funcién definida en una region D que contiene Mg, Hermes

(X07 yo) Pantoja C.
1. La funcién f tiene un minimo relativo en (xo, yo) si
existe una bola abierta B de centro (xo, yo) tal que

f(x,y) > f(x0,%0) V(x,y) € B((x0y0),9))

2. La funcién f tiene un maximo relativo en (xo, yo) si
existe una bola abierta B de centro (xo, yo) tal que

f(XaY) < f(XO)yO) V(X,y) € B((X07}/0)76))
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
C L 15. Herme
Definicién (Puntos criticos) antoja

Sea f definida en una region abierta D que contiene a

(x0, ¥0). El punto (xo, y0) es un punto critico de f si en él se S

da alguna de estas circunstancias: sominioy Rango
1. fi(x0,¥0) =0y fy(x0,¥0) = 0 S
2. fi(x0,¥0) o f,(x0, ¥0) no existen.

vadas Parciales
Orden Superior
Diferenciabilidad

iferencial Total
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Los extremos relativos sélo pueden ocurrir en
puntos criticos

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Si f esta definida en una regién D y tiene en (xp, yo) un
extremo relativo, entonces (xp, yo) es un punto critico de f.

Si f esta definida en una regién abierta D y tiene en (xo, yo)
un punto critico de f, entonces (xp, o) puede ser o no un
extremo relativo de f.
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Ejemplo

Hallar los extremos relativos de

f(x,y) =2x* 4+ y? + 8x — 6y + 20

146

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
Introduccién

Funcién real

variables
Dominio y Rango

Grafica de funciones de
varias variables

Algebra de Funciones

Conjuntos Abiertos y
Cerrados

Limites de una funcién de
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Continuidad de funciones
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Derivadas Parciales
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Funciones Reales

Teorema (EL criterio de las segundas derivadas parciales) e variss variables

. . . Mg. Hermes
Sea f una funcién con segundas derivadas parciales Pantoja C.

continuas en una region abierta que contiene al punto
(x0,y0) en el cual

fe(x0:¥0) =0 y f,(x0,50) =0
Para buscar los extremos relativos de f, sea
D = D(x0,%0) = fux(x0, Y0) (X0, ¥0) — [y (30, Y0)I
Entonces
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Si D >0y fix(x0, ¥0) < 0, entonces f(xp, yo) es un
valor maximo local.

Si D> 0y fi(x0,y0) > 0, entonces f(xp, ¥o) €s un
valor minimo local.

Si D < 0, entonces f(xp, yo) no es un valor maximo
extremo(punto de silla).

Si D =0, el criterio no es concluyente.

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Orden Superior
Diferenciabilidad
iferencial Total
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Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de

EJem plO Varias Variables

Introduccién

Determinar los extremos, si existen, de la funcion F definida
como F(x,y) =3x3+ y? — 9x + 4y

ra de Funciones

os Abiertos y
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Multiplicadores de Lagrange

Deseamos hallar el rectangulo de drea maxima que se puede
inscribir en la elipse

()

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Dif ad y
diferencial Total
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Multiplicadores de Lagrange

El rectangulo tiene lados 2x y 2y

.y

Funcién objetivo

f(x,y) = 4xy

Vinculo o ligadura

H

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables
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Multiplicadores de Lagrange

Interpretamos la ecuacién de ligadura

X2 y2
et~

como una curva de nivel fija de

2 2
X
g(X7Y):_+_

32 42

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
Varias Variables

Dif ad y
diferencial Total
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Multiplicadores de Lagrange

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Las curvas de nivel de f M
fx,y) = 4xy = k S

es una familia de hipérbolas. S ——

Las curvas de nivel de f en las que hay puntos que satisfacen miesde una uncién
la ligadura o el vinculo corresponden a las hiperbédlas que v
cortan a la elipse. ceee

Diferenciabilidad
iferencial Total

153 = Derivacién Parcial Implicita

Universidad Nacional de
Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
@ Mecénica



Multiplicadores de Lagrange

154

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
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Multiplicadores de Lagrange

+ 30
k=36
3+
a4
S24
<20
.
=
I } I
T T T T
3 4 5
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Teorema (Lagrange)

Sean f y g funciones con primeras derivadas parciales
continuas, tales que f tiene un extremo en el punto (xo, o)
sobre la curva suave de ligadura g(x,y) = c.

SiVg(xo, vo) # 0 existe un ndmero \ tal que

Vf(x0, y0) = AVg(x0, y0)

156

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.
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Método de los multiplicadores de Lagrange

Funciones Reales
de Varias Variables

i Mg. Hermes
Sean f y g que satisfacen el teorema de Lagrange, tales que Pantoja C.

f tiene un extremo sujeto a la condicién g(x,y) = c. Para
hallar el minimo o el maximo de f, basta proceder como
sigue:

» Resolver simultdneamente las ecuaciones

Vf(x,y) = AVg(x,y)
g(x,y)=c

» Evaluar f en cada uno de los puntos solucién obtenidos
en el paso anterior. El mayor de esos valores da el
méaximo de f sujeta a la ligadura y el menor da el 157) Desvacién Parcial Implcs
minimo de f sujeta a la ligadura.
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Calculo de los extremos absolutos

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables definida y
continua en una regién cerrada y acotada D del plano XY
entonces f alcanza su maximo y minimo absoluto

» En los puntos fronteras de D.
» En los puntos criticos de f en el interior de D.

Comparando los valores se determinan el valor maximo
absoluto y el minimo absoluto de f en D.
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Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de

EJem plo Varias Variables

Introduccién

¢/ Cudl es la maxima area que puede tener un rectangulo si la
longitud de su diagonal es 27

ra de Funciones

Abiertos y
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Ejemplo

Hallar el minimo valor de

Sujeta a:

f(x,y,2) = 2x> + y? + 32°

2x =3y —4z—-49=0

160

Funciones Reales
de Varias Variables
Mg. Hermes
Pantoja C.

Funciones de
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Optimizacién con una desigualdad como restric-
cién

Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Para hallar los valores extremos de la funcién f(x, y) sujeta a
la restriccién g(x, y) < 0. Seguiremos los siguientes pasos:

1. Hallar los puntos criticos que satisface la restriccion.
2. Hallar los valores extremos de la funcién frontera
g(x,y) =0.
Finalmente comparamos los resultados.
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Funciones Reales
de Varias Variables

Mg. Hermes
Pantoja C.

Ejemplo

La temperatura en los puntos (x, y) de una lamina metélica perduceit

de forma eliptica limitada por x> + 4y? < 24, viene dada por } )

T(x,y) = x*> + 2x + y2. Hallar la temperatura maxima y G de i

minima.

Conjuntos Abierto
Cerrados

Diferencial Total
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