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NOTA HISTORICA

Sonya Kovalevsky (1850-1891). Gran parte de la terminologia
usada para definir limites y continuidad de una funcién de dos
o tres variables la introdujo el matematico alemén Karl
Weierstrass (1815-1897). El enfoque riguroso de Weierstrass a
los limites y a otros temas en calculo le vali6 la reputacién de
“padre del andlisis moderno”. Weierstrass era un maestro
excelente. Una de sus alumnas fue la matemdtica rusa Sonya,
quien aplicé muchas de las técnicas de Weierstrass a problemas
de la fisica matematica y se convirtié en una de las primeras
mujeres aceptada como investigadora matematica.
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FUNCION REAL DE DOS VARIABLES

La temperatura T en un punto en la superficie terrestre en
cualquier tiempo depende de la latitud x y la longitud y del
punto. Podemos considerar

T :f(xvy)

By

S
(-4590) b

Funciones de Varias Variables Hermes Pantoja Carhuavilca 4 de 162



Funciones de Varias Variables

00@®00000000000000000000O00000000000000000000000000O0000000000000000000000000000000000000000
: :

Definiciéon
Una funcién f de dos variables es una regla que asigna a cada par

ordenado de niimeros reales (x,y) de un conjunto D, un niimero real
tinico denotado por f(x,y)

v
(7)) e T TN
ey ————— i . £
S — F ~y fla.b) N
0 x ‘//’ 0 fix,y Z
D - —
(a,b)
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FUNCION REAL DE 1 VARIABLES
Definiciéon
Sea U C R" un conjunto de n-uplas. Si a cada n-upla de U diferente
le corresponde un niimero real w, entonces se dice que f es funcion de

X
f:uUcR" — R
X — w
w = f(x)
f

UcR” /\ R

/\-\

\

Funciones de Varias Variables Hermes Pantoja Carhuavilca 6 de 162



Funciones de Varias Variables

0000800000000 000000000000000000000000000000000000O0000000000000000000000000000000000000000
:

DOMINIO
Definiciéon (Dominio)

Dom(f)y={xeUCR" / JweR A w=f(x)}

Ejemplo
Hallar el dominio de la siguiente funcién f(x,y) = xIn(y? — x)

Solucion:

Dom(f) = {(x,y) € R? / x < y*}
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RANGO

Definicién (Rango)

Ranf(f) = {z =f(x,y) €R / (x,y) € Dom(f)}

Ejemplo
Hallar el rango de la siguiente funcién f(x,y) = /9 — x> — y?
Solucién:

0<+1y?=-22-1y?<0=9-x2—-4y><9

V/I—x2—12<3=>0<,/9—-x2—y><3

—_— ——
fxy)

Rang(f) = [0, 3]
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EJERCICIOS

Hallar el dominio de las funciones

Ly = 4

2.8 y) = ———=
4x2 — 12
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Definicién
Sif:D C R* — R, el grdfico de f es un conjunto de puntos de R3:

Gr(f) = {(x7]/7z) R’ \(x7y) €D Az :f(x,]/)}

Semiesfera
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Ejemplo
Graficar f(x,y) = 18 — x> — 2

12+ *(1,2,13)
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CURVAS DE NIVEL

Suponga que la superficie z = f(x, y) se intersecta con el plano
z = ¢, y que la curva de interseccién se proyecta sobre el plano
XY. Esta curva proyectada tiene a f(x, y) = ¢ como su ecuacion,
y la curva se denomina curva de nivel de la funcién f en c.
Cada punto de la curva de nivel corresponde a sélo un punto
de la superficie que se encuentra a c unidades de ella.
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CURVAS DE NIVEL
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Ejemplo

Graficar las curvas de nivel de la funcion

i /2 2
:f(x7y) — w
VX5 +y

' /il, 0‘\\\\
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EJERCICIOS

Hallar las curvas de nivel de las superficies

lLz=2x+y—-1

2 2
2.z:x— 7
4 9
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SUPERFICIE DE NIVEL

El concepto de curva de nivel puede extenderse una dimensién
para definir una superficie de nivel. Si f es una funcién de tres
variables y c es una constante, la grafica de la ecuacién
f(x,y,z) = c es una superficie de nivel de la funcién f.
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Ejemplo

Encontrar las superficies de nivel de la funcion

flx,y,2) = x> +y* + 22

Solucion:
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ALGEBRA DE FUNCIONES

Sean
f:UCR"—=R
g:VCR"—>R
Con dominios U y V respectivamente, definimos
L (f£9(x)=f(x)+g(x)  Dom(f+g)=UNV
2. (f-8)(x) =f(x).g(x)  Dom(f.g)=UNV
3. (f/8)(x) = f(x)/g(x) Dom(f/g) =UNV —{x/g(x) =0}
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CONCEPTOS PREVIOS
Sixp = (x1,%2,...,%,) € R"yd > 0, el conjunto
B(xo;6) = {P € R" / |IP — xol| < 8}

se llama bola abierta de centro xg y radio 4.
El conjunto

B'(x0;0) ={P € R" / |IP = xo|| < 6} — {xo}

Se llama bola abierta reducida.
El conjunto

B(xo;0) = {P € R" / [[P — xol| < 6}

Se llama bola cerrada.
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CONCEPTOS PREVIOS

Definiciéon
Un conjunto D C R" es abierto
<= VxeD, 36§>0/B(x,6)CD

Definiciéon
Un conjunto S C R" es cerrado <= el complemento de S es abierto.

w

Definiciéon
Sea D C R"; el punto xo € R" es un punto de acumulacion de D si
Ve>0, B'(x,0)ND # ®
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BOLA ABIERTA - PUNTO INTERIOR - PUNTO
FRONTERA

_Punto Frontera

* Frontera de R
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PUNTO DE ACUMULACION

y _‘“:\*B(xo,é)
! 2 3
1 ) \
AN 1 ’. 1
S A~ 4
. P
B(x,,0)nU #®
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LIMITES DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

Seaf : D C R" — R una funcién, xg € R” punto de
acumulacién de D y L un ntimero real. Se dice que el limite en
Xg es L.

lim f(x) =L

X—X

<= Ve>0, 30 >0 talque 0 < ||x —xp|| <d = |f(x) —L| <e

\
R
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3
e (X, V) o
D a8 e \\\_\
(a.b) ¥ g
0 X 0 L-g L L+s z
L+eg
L
L—¢g

(e, br)
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Ejemplo
Demostrar
1, 2 2 — 2 b ]., L =

@ (x,y)l—r{%l,l) () ( )(x,y)IEEO,O) X% + y? 0

) lim 2xy+1>=38
()(x,y)+(1,2> Iy

2
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Teorema

Sea Sy Sy conjuntos en R? que tienen al punto (xo,yo) como un
punto de acumulacion y si

lim f(x,y) # lim fx,y)
(xvy) - (X(),y()) (x’y) — (xOvyO)
(P € S) (P €Sy)

entonces  lim  f(x,y) no existe.
(%)= (x0,40)
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Ejemplo

Determinar si
lim y
(x,y)—(0,0) x4 + y4

existe

Ejemplo
Determinar si
m S
(x)—(0,0) X2 + 12 + y?

existe
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PROPIEDADES DE LIMITES

Sean
f:UCR"—HR

g:VCR'=R
Con dominios U y V respectivamente, tal que lim0 f(x)y
X—X

lim g(x) existen y si x0 es un punto de acumulaciénde U NV,

X—X0
entonces
1 Jm(f .8)60) = Jim fx) & Jim, 59

2. lim,(f.8)(x) = lim, f(x). lim, g(x)
3. lim (f/g)(x) = lim £(x)/ lim g(x) Si lim (g)(x) # 0

i
—x0
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Teorema

Sean g, f y h funciones de n variables definidas en una bola abierta
B(x0; ), excepto tal vez en x0 mismo, tal que

g(x) <f(x) < h(x) V x € B(x0;7)

ysi xli}r?o g(x)=L= xli}r?oh(x) entonces, xli}r? of (x) existe y
lim f(x) =L
x—x0
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Ejemplo
Sea
flxy) = U
V= e
Hallar  lim f (x,y) si existe.
(xy)=(0,0) )
Ejemplo

Sea
xty + 4Py — P
2+ 22

f(xvy) =

Hallar  lim X,v) si existe.
(x,y)—(0, O)f( )
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CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Definiciéon
Seaf : U C R" — R una funcién definida en U, se dice f es continua
en xo € U si cumple las siguientes condiciones

1. f(xo) existe

2. lim f (x) existe

3. hmf f xo)
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TIPOS DE DISCONTINUIDAD

» Discontinuidad removible
lim x,y) = L existe
(x,y)—>(0,0)f( y)
Se redefine f en (xg, o) como L
» Discontinuidad esencial

lim X, Y) no existe.
(xvy)—>(0,0)f( Y)

\
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EJEMPLOS

Ejemplo

Analizar la continuidad de

ey | i @000
0

En el punto (0,0)
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EJEMPLOS

Ejemplo
Analizar la continuidad de

2
flxy) = STyyZ (x,y) #(0.0)

0 (x’y) = (070)

En el punto (0, 0)
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EJERCICIO

Analizar la continuidad de

X

fley) =1 2@+ )’
0 (x7 y) = (0’0)

En el punto (0,0)
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EJEMPLO

Ejemplo
Analizar la continuidad de la siguiente funcion:

x?+4y* si x> +42<5
foen) =1 3 si X2 +42>5
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SOLUCION

¥ +4y> =5
S2

(x0.y0)
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SOLUCION

x> +4y? si ¥2+4y* <5
fE =1 3 si 22 +4y? > 5
x> +4y* si x*+4y?> <5 Continua
fx,y)=14 5 si x> +4y>=5
3 si x*>+4y?>5 Continua

\
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SOLUCION

Analizaremos la continuidad de f(x, y) sobre la elipse
x> 4+4y> =5

x> +4y* si Sp:x%+4y*> <5 Continua
flx,y)=< 5 si x> +4y>=5
3 si Sp:x?+ 4y2 > 5 Continua

flxo.y0) =5,  xg+4y5=>5

\
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SOLUCION

X% + 4y2 si S1:x%+4 4y2 <5 Continua
flx,y)=<5 si x?4+4y*=5
3 si Sp:xt4 4y2 > 5 Continua

Ii X,
(x,y)—%o,yo)f( y)
S1:{(x,y) / x2 +4y2 < 5} lim flx,y)=5
(X,y) — (xOvyO)
(x7 ]/) € Sl
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SOLUCION

X% + 4y2 si S1:x%+4 4y2 <5 Continua
flx,y)=<5 si x?4+4y*=5
3 si Sp:xt4 4y2 > 5 Continua

Ii X,
(x,y)—%o,yo)f( y)
So:{(x,y) / x2 +4y2 > 5} lim flx,y)=3
(X,y) — (xOvyO)
(x7 ]/) € S2
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SOLUCION

lim f(x7y):57é3: lim f(x’y)
(x,y) — (x0,Y0) ("’2;)(22;’0)
(x,y) € 51

El Limite no existe
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SOLUCION

lim  f(x,y) No existe
()= (x0.0)

Para todo (xg,o) tal que x5 + 4y3 =5
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CONCLUSION

x> +4y? si ¥*+4y> <5
fe) =13 si 224412 >5

» f(x,y) es continua para R? excepto sobre la elipse
x> +4y?> =5

» f(x,y) no es continua sobre la elipse x* + 41> = 5
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Definicion (Continuidad en un Intervalo)

Seaf : U C R" — R. Sedice que f es continua en todo U si solo si es
continua en cada punto de U.

Teorema

Si f y g son continuas en xy, entonces también son continuas;

f£8.f8y é (g(x0) # 0).
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DERIVADAS PARCIALES

Dyf(r.y) — 1im LEEATY) S5y

oyt A x)
Y y+Aay) —fxy
Dof (x,y) = 1;30 Ay
Las derivadas parciales existen siempre que sus limites existan.
Notacién:
_Y of
Df=pgx=h=fe  Df =5, =f=h
Nota:

La existencia de las derivadas parciales en un punto no
garantiza la continuidad en dicho punto.
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Ejemplo

of of

Sif(x,y) = x2y>, obtener - 2% Y 0 Ay

Ejemplo

xy
o (0

Hallar £,(0,0) y £,(0,0)
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EJEMPLO

Ejemplo

xy(¥* — ).
Seaf(ry) =1 aryr  ®Y 700
0 (x7 y) = (0’0)
Hallar D1£(0,0) vy D»f(0,0)
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SOLUCION:

Funciones de Varias Variables

2 __ .2
floy) = w; (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)
D1f(0,0) = lima, o0 F Axfi —£(0,0)

. 0-0
Df(0.0) = Jim, =,

D4f(0,0) =0
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SOLUCION:

2 _ .2
foy) = w% (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)

f(0,0+ Ay) —£(0,0)
Ay

D>f(0,0) = limay—o

., 0-0
D»f(0,0) = Alifgo Ay

D,f(0,0) = 0
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EJEMPLO

Ejemplo

2x% — 3x%y — o
flx,y) = (x—y)2 X7y
0 xX=y

Calcular: D1f(0,0) vy D2f(0,0)
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SOLUCION

A _
y=x
s
g
4
bl
”,
s
'
< — 5
—>
r'd
’
L4
s,
e
s
s
v
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SOLUCION

2x% — 3x%y — i
fen = oyp 7Y
0 xX=y

. 0+ Ax,0) —£(0,0
(0.0 = fim "R
2AX3

-0
, 2
Dif(0.0) = fim, -5 — =2
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SOLUCION

2x% — 3x%y — y°

f(x,y): (x—y)2 ; x;éy
0 -
Dyf(0,0) = 1im 100+ 4Y) =£(0,0)

Ay—0 Ay
Ay?

) Ay?
Df(0,0) = Jim —=— = 1
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SOLUCION

2x% — 3x%y — 3
e =1 w-yE 7Y
0

D:f(0,0) = 2
D5f(0,0) = —1
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA
PARCIAL

(Xu’yu’f
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(»‘0» Yor Z(]) i (“0’ Y 20)

N

Plane: y=y, Plane: x =x,
if __ pendiente en la - if — pendiente en la
ax "~ direccion de x a). direccion de ¥
o = = =
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Ejemplo

Hallar las pendientes de la superficie dada por

fy)=1—(x =1 (y-2)°

en el punto (1,2,1), en las direcciones de x y de y.
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DERIVADAS PARCIALES DE UNA FUNCION DE TRES O
MAS VARIABLES

f(x+ Ax?%'z) —f(x,y,z)

Ax
f(x7y+Ava) —f(x,y,z)

Ay—0 Ay
_ 1% f(x,y,z—i—Az)—f(x,y,z)
fx.y:2) = lim, Az

En general, si w = f(x1,x2,...,%,), hay n derivadas parciales
denotadas por

ow
87xk :ka(X],xz,...,xn), k:1,2,...,n ”m;@,

%‘6‘/'-
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DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

» Derivar dos veces con respecto a x

o () = e =S =S

» Derivar dos veces con respecto a y

By (gj;) 82f = fyy = f2

» Derivar primero con respecto a x y luego con respecto a y

dy (?}Z) 8?/21 =fy =fr2
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» Derivar primero con respecto a i y luego con respecto a x

Ox (?;) 8?525[]/ =fw=fn
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Definicién (Definicién de derivada de orden superior)

z :f<x7y)

Diof (x,y) = AI?BO Dif (x,y + AA]/; — Dif(x,y)

Definicién (Definiciéon de derivada de orden superior)

z=f(x,y)

. Daf(x + Ax,y) — Df (x,
Doif (x,y) = Alilllo of (x + Ax Ayi of (X, )
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Ejemplo
Hallar las derivadas parciales de sequndo orden de
f(x,y) = 3xy? — 2y + 5x°y?

Ejemplo
2xy )
Seaf(x,y) =4 x2+y?’
0

RN

(0,0)
0,0)

('x7

(x,y)
Calcular D1of(0,0) y D21£(0,0)
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Ejercicio
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Teorema

Suponga que f es una funcion en las variables x e y, que estd definida
en el disco abierto B((xo0,Y0),7) Y que fx, fy, fxy Y fyx estdn definidas en
B. Ademds, suponga que fy, y fyx son continuas en B. Entonces

oy (X, y) = fyx(x,y)

Ejemplo
(¥ -y,
Seaf(x,y)={ ~2ty? (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)
Calcular D15f(0,0) y D21£(0,0) si existen.
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SOLUCION

Para (x,y) # (0,0)

O | -y |yt + ey -y

ox | 24y | (2+y?)?
Para (x,y) = (0,0)

D4f(0,0) = lim 1(0F4%0) =£(0,0)

Ax—0 Ax =0
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SOLUCION
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SOLUCION

x(xt 442y — i)
Dof (x,y) = CEERYIvEE (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)
Dxf(0,0) = lim Dof (0 + Axf))c — Dof(0,0)
DZlf(Oa 0) =1

Funciones de Varias Variables Hermes Pantoja Carhuavilca 68 de 162



Funciones de Varias Variables

000000000000 00000O00000O00000000000000000O000000000000000000000000000e0000000000000000000000
: :

SOLUCION
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DIFERENCIABILIDAD Y DIFERENCIAL TOTAL
Definiciéon
Si f es una funcién de las variables x e y, entonces el incremento de f
en el punto (xo, yo), denotado por Af (xo,yo), estd dado por

Af(x0,y0) = f(x0 + Ax,yo + Ay) — f(x0, ¥o)

Definiciéon
Si el incremento de una funcién se puede expresar como

Af (x0,y0) = Dif (x0,y0)Ax + Daf (x0, o) Ay + €1Ax + e2Ay

donde €1 = e1(Ax, Ay) y €2 = e2(Ax, Ay)

lim 1 lim
(Ax,Ay)—(0,0) (Ax,Ay)—(0,0)

entonces f es diferenciable en (xo, o).

€2

V.
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Ejemplo
Hallar una aproximacion del valor /4,04 x 8,97 J
Solucioén:

Ax =0,04, Ay = —0,03, f(x,y) = /Xy
fxo+ Ax,yo + Ay) = f(x0, o) + fx(X0,y0) Ax + f, (X0, ¥0) Ay
floy) = 5= filry) = 5=
X
3x/7/ . VXY
fx(4a9) = 1a fy(4’9) = 5

3 1
f(4+0,04,9 -0,03) ~ 6+ 7 x (0.04) + 3 x (~0,03) = 6,02

& T
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Ejemplo

Demuestre que la funcién f(x,y) = x> + 3y es diferenciable para
cualquier punto (x,y)
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Teorema
Seaf: U C R? — R, f es diferenciable en (xo,yo) € U, si sus
derivadas parciales en (xo, o) existen y si
im Af(x050) — fi(x0, yo) Ax — fy (%0, yo) Ay _
(Ax,Ay)—(0,0) (Ax)2 + (Ay)?

0

donde
Af (x0,y0) = f(x0 + Ax,yo + Ay) — f(x0, Yo)
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Ejemplo

Demuestre que f(x,y) = x* + y? es diferenciable en todo (xo, o).
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Ejemplo
2xy
—— () #(0,0
Demuestre que la funcion f(x,y) = § \/x% +y? () # 0.0
0 (x,y) = (0,0)

no es diferenciable en (0, 0).

Ejemplo
Averigue la diferenciabilidad en (0, 0) de la funcién
2

Y 0,0
o) = £ (x,y) # (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
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Teorema

Sif: U C R?> — R, es diferenciable en (xo,yo) € U, entonces es
continua en (xo, Yo)
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EJEMPLO

2.2
flx,y) = x2x+yy2 (x,y) # (0,0)

0 (xvy) = (070)

La funcién f(x, y) es diferenciable en (0, 0)
La funcién f(x, y) es continua en (0, 0)

\
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OBSERVACION 1

Observacién:
Sif no es continua en el punto Py entonces f no es diferenciable
en Po
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Ejemplo

) x+y—-2 S x=106y=1
fEy) =4 5 Si xA1yy#1

Demuestre que f (x,y) no es diferenciable en (1,1)
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SOLUCION

_Jx+y—-2 Si x=16y=1
fen =92 Si x£lyy#l

y=i
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SOLUCION

_Jx+y—-2 Si x=16y=1
f(x’y)_{z Si x#£1yy#1

Veamos que pasa con la continuidad de f(x, y)

1. f(1,1) =0

2. lim = lim 2=2
(ry)—=(1,1 f( Y) (0y)—(1.1)

3. lim f(x y)=2#0=f(1,1)
(ry)—=(1,1
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SOLUCION

_Jx+y—-2 Si x=106y=1
fey) =43 Si x£A1yy#1

f no es continua en (1, 1) entonces f no es diferenciable en (1, 1).
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OBSERVACION 2

La existencia de las derivadas parciales D1f (xo,v0) y Daf (x0, Yo)
de una funcién de dos variables no garantiza que la funcién sea
diferenciable en (xo, o)
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Ejemplo
Xy
———; 0,0
Sy — | Figp VF00
0 (x,y) = (0,0)
1. Calcule D1£(0,0) y Dof(0,0)
2. ¢La funcion f(x,y) es diferenciable en (0,0)?
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SOLUCION

1. Derivadas parciales de f(x, y) en (0,0)
Dyf(0,0) = 0; D»f(0,0) =0

2. La funcién f no es diferenciable en (0, 0).

\
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CONCLUSIONES

ey | i @000
0 (x,y) = (0,0)

La funcién f no es diferenciable en (0,0) ...

pero sus derivadas parciales D1f(0,0) = 0y D,f(0,0) = 0 existen.
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Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sif es una funcion x ey, para la que f. y f, son continuas en una
region abierta R, entonces f es diferenciable en R.
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EJEMPLO

X2y
fay) =4 @i ©9 700
0 (x,y) = (0,0)

Demuestre que la funcién f es diferenciable en (0, 0)

2
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SOLUCION

le(x7y) _ (x2+y2)2§ (x,?/)
0

Dyf (x,y) = m; (x,y) # (0,0)
0
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SOLUCION

2x1t
Dy = | @agp 900

0 (x,y) = (0,0)

Demostraremos que Dif (x,y) es continua en (0, 0) es decir

lim Dif(x,y) = D1f(0,0) =0
L Jm | Dyf(xy) = Dy (0.0

\
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SOLUCION

lim D ~0
o0y PV (50 Y)

V € > 0 existe 6 > 0 tal que
|D1(x,y) — 0] < € siempre que 0 < \/m <4

V)

Funciones de Varias Variables Hermes Pantoja Carhuavilca 91 de 162



Funciones de Varias Variables

000000000000 00000000O00O0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
: :

(2+y?)?] (P+y?)? T (o +y?)?

2yt | 2y - 24/22 + (2 + y?)?

2yt

m SZ\/X2+;1/2<25:6
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SOLUCION

BN

I\J\m

Iim  D;f(x, 0
(x,y)—(0,0) iy =

Por lo tanto D1f(x,y) es continua en (0, 0)
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SOLUCION

2xty
Daof (x, 1) = m, (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)
Usando el procedimiento anterior se puede demostrar que
D;f (x,y) es continua en (0,0)

\
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CONCLUSIONES

2yt
Dif(x,y) ={ 2+ y2)2 (x,y) # (0,0
0 (x,y) = (0,0)
2x4y

Dof (x,y) =4 (2 + 22’
0 (x,y) = (0,0)
D1f (x,y) y Daof (x,y) son continuas en (0,0)
Por lo tanto:
La funcién f es diferenciable en (0, 0)

M
) £O%N

L
S
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OBSERVACION 3

Observacién:
Es posible que una funcién f sea diferenciable en Py aunque sus
derivadas parciales D1f y D,f no sean continuas en Py.
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Ejemplo

Sea f(x,y) = | & FYIsin (%ﬁ) () # 1
0 (x.y) = (

Demuestre que f (x,y) es diferenciable y continua en (0, 0)
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SOLUCION

le(x7y) =

2x sin

— | e[ ——] @y£00)
x2 +y2 x2 +y2 x2 +y2
0 (x,y) = (0,0)
Dof (x,y) =

1
2y sin

() @

) (x,y) # (0,0)

(X, ]/) = (Oa 0)
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SOLUCION

lim  D+f(x,
(xy)—(0,0) )

1 1
lim 2x sin — X Ccos

(x.4)—(0,0) /x2 +12 \/m \/m

S:{lxy) /y=x x=0}

\
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SOLUCION

S:{(xay)/y=x7 XZO}

1
lim 2x sin X

1
- COS | —F———
(x.y)—+(0,0) \/m [ + 12 [z 12

lim < 2xsin X !

1
— COS
0 V2Rl VR \ V2R
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SOLUCION

S:{(x,y)/yzx, XZO}

1 1
lim < 2xsin _ X Cos

w0 Va2l Valdl o \ V2R

i {zesin ()} = i {eos (5,)}

\
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SOLUCION

S A{txy) /y=x, x>0}
xl_i)r(r]h {Zx sin <\éx>} — xl_if(rﬁ {%cos <\éx>}
-t {50 ()}

\

Funciones de Varias Variables Hermes Pantoja Carhuavilca 102 de 162



Funciones de Varias Variables

000000000000 00000000O00O0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
: :

SOLUCION

iy {75 (G5))

Este limite no existe
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SOLUCION

S:{lxy) /y=x x>0}

s fen ()} o (e (1)

0 — No existe
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SOLUCION

ol DI

, . X 1
lim 2x sin — cos

(x:y)=(0,0) Jerr) ey a2

Este limite no existe

\
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SOLUCION

le(x’y) =
X 1

2x sin ! — cos | ———| (x,y) #(0,0)

/x2+y2 / x2 +y2 /%2 +y2
0 (x,y)
Dif (x,y) No es continua en (0,0)

(0,0)
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SOLUCION

Siguiendo el procedimiento anterior se puede demostrar que

sz(x7 y) =
2y sin ! - Y cos _ (x,y) # (0,0)

Dof(x,y)  No es continuaen (0,0)

(x? ]/) = (Oa 0)
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SOLUCION

. 1
flx,y) = (x* + y?) sin <x2+y2> (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)

» Dif(x,y) y Dof (x, ) No son continuas en (0, 0).
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CONCLUSIONES

@+ P)sin (i) (9 # 0.0

f(x’]/) = {
0 (x,y) = (0,0)

> f(x,y) es diferenciable en (0, 0)
» f(x,y) es continua en (0, 0)
» Dif(x,y) y Daof (x,y) No son continuas en (0, 0).
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REGLA DE LA CADENA

Teorema

Sea w = f(x,y), donde f es una funcion derivable de x e y. Si
= g(t) yy = h(t), donde g y h son funciones derivables de t,

entonces w es una funcioén diferenciable de t, y

Ow  Ow ddx N 8_w %
dt — ox dt ' 9y dt

dw @ dw

2 X/ S \\\r\)_v

B o
®© O
dx dy
dt dt
( t ) |/ t .\\-
< "/
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Ejemplo

Sea w = x*y — y?, donde x = sint ; y = ¢'. Hallar %—Z:
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Ejemplo

Al calentar un cilindro circular recto sélido, su radio r y altura h
aumentan; por lo tanto, también lo hace el drea S de su superficie.
Suponga que en el instante en que v = 10 centimetros y h = 100
centimetros, r estd creciendo a razén de 0,2 centimetros por hora y h
aumenta a 0,5 centimetros por hora. ; Qué tan rdpido crece S en ese
instante?

\
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Teorema

Sea w = f(x,y), donde f es una funcion diferenciable de x e y. Si
x = g(s,t) ey = h(s,t) son tales que las derivadas parciales de
0x/0s,0x/0t,0y/0s y Oy/0Ot, existen, entonces Ow/0s y dw /ot
existen y estdin dadas por

ow _owox Owdy = Ow _Owdx Owdy
ds  oxds  oyos | ot ox ot oy ot

( w )

dw B\—/\\ dw

dx ,/ \\\ dy
P 4 \y_\
( x) (¥
dx > dx dyN_ L dy
at/ © \ds at /-” \\\3.\‘
(!\f ./L—\‘ P \ >,—\‘
(t) (s ) () (s)
@ - - -
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Ejemplo
Seaw =f (y_—x’ z;y) Demostrar que:
xy T oyz

0 0 0
2 0W +y2—w 20W

Ox oy T2, =0

X
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DERIVACION PARCIAL IMPLICITA

Teorema

Si la ecuacion F(x,y) = 0 define a y implicitamente como funcion
derivable de x, entonces

dl _ _Fx(x,y)
dx - Fy(x,y), Fy(x7y) #0

Si la ecuacién F(x,y,z) = 0 define a z implicitamente como funcion
diferenciable de x e y, entonces

az Fx( 7 9 ) %_ Fy(x,%z)

X,y
ox CE(v,v,2) Y oy  Fix,y,2)
Fz(x yv )7&

{
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DEMOSTRACION

F(x,y,z=0, z=f(x,y)

Si hacemos w = F(x,y,z), y aplicamos la regla de la cadena

ow Ox oy
9w _p 9% p £
ox  Fox TVox T 8x

ya)
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DEMOSTRACION

w=F(x,y,z=0, z=f(x,y)

ow Ox oy 0z
A N
ox  *ox  Vax ox

ow Ox _1, Oy

a: Ox ox =0
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DEMOSTRACION

ow _ Ox oy 0z

ow =~ ox 0Oy

ox =% e b o
0z

—F+EZ
0 xt 2 0x

=0
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DEMOSTRACION

w = F(x,y,z =0, z=f(x,y)
0=F +FR2

0z F,
ox F,
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Ejemplo

Encuentre y' si x*> + y° = 6xy

Ejemplo

Hallar 0z/9x, y 0z/dy, si x*> + y° + 2° + 6xyz = 1
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Ejercicio
Hallar 0z/0x, y 0z/dy, si 3x*z — x*y* + 22> + 3yz = 5= 0
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DERIVADA DIRECCIONAL

Definiciéon
La derivada direccional de f (x,y) en el punto (xo,Yo) en la direccion
del vector unitario u=(a,b) se define como

1 +h 9 —'I_hb — s
D.f (xo, vo) = mﬂxo "ot ) — £(x0,0)

siempre que este limite exista.
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Ejemplo
Dada f(x,y) = x*y — 4y®, calcular D f(2,1) en las direcciones de:

V31
272
2. uen ladireccion de (2,1) a (4,0).

1. u=
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Teorema

Si f es una funcion diferenciable de x e y, entonces f tiene una
derivada direccional en la direccién de cualquier vector u = (a,b) y

Duf (x,y) = fo(x, y)a + fy(x, )b

Ejemplo
Encuentre la derivada direccional D,f (x,vy) si
flx,y) =% —3xy +4y°

y u es el vector unitario dado por el dngulo 6 = /6. ;Cudl es

D,f(1,2)

)
)
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DERIVADA DIRECCIONAL Y PARCIAL

= le(x7y)
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DERIVADA DIRECCIONAL Y PARCIAL

u=j=(0,1); 0=m/2

Duf(r.y) = lim "V TSI
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Definicién
El gradiente de f (x,y) es la funcion vectorial

CjOf oF\  of. of,
Vf(x,y) = (&’67) =o' "oy

Vf(x,y) = grad f(x,y)

supuestos que las dos derivadas parciales existen

Ejemplo
Hallar el gradiente de f(x,y) = yInx + xy? en el punto (1,2)
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Definicién
Sea f(x,y) una funcion diferenciable y u un vector unitario, Entonces

Duf (x,y) = Vf(x,y).u

Ejemplo
Hallar la derivada direccional de
flx,y) =3¢ =2

en (—%, 0), en la direccién de P(—%, 0)a Q(0,1)
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Ejemplo

2
Seaf(x,y) = yzxﬁ (x,y) # (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
Demostrar que f tiene derivada direccional en (0, 0) pero no es
diferenciable en ese punto.
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Teorema
El Gradiente es normal a las curvas de nivel de z = f(x, ).

X V(x5 y)
‘ :
Plxg ye) %

Curva de . /
Nivel: f(x,y) =k
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APLICACIONES DE LA GRADIENTE

Teorema
Sea f diferenciable en el punto (x,y)
1. Si Vf(x,y) = 0, entonces D,f (x,y) = 0 para todo u.

2. La direccién de mdximo incremento de f estd dada por
Vf(x,y).El valor mdximo de D,f (x,y) es ||Vf(x,y)||.

3. La direccién de minimo incremento de f estd dada por
—Vf(x,y).El valor minimo de D,f (x,y) es —||Vf(x,y)]|.
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EJEMPLO

Ejemplo
Una particula estd situada en el punto P(—2,1) de una placa metdilica
cuya temperatura viene dada por

T(x,y) = 20 — 4x* — *

donde x e y se miden en centimetros. ;En qué direccion a partir de
(2, —3) aumenta mas rdpido la temperatura?,; Cudl es la tasa o ritmo
de crecimiento?. |

g

IN T

Funciones de Varias Variables Hermes Pantoja Carhuavilca 133 de 162



Funciones de Varias Variables

0000000000000 0000O00O0O00O0000000000000000O00000000000000000000000000000000000000000000000000
: :

Ejemplo
Un rastreador térmico se encuentra en el punto (2, —3) sobre una
plca metdlica cuya temperatura en (x,y) es

T(x,y) = 20 — 4x* — ?

Hallar la trayectoria del rastreador, si éste se mueve continuamente en
direccion de mdximo incremento de temperatura.

(e
LEER
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PLANOS TANGENTES
Definiciéon
Supongamos que F(x,y,z) = k determina una superficie S y que F es
diferenciable en el punto P(xo, Yo, zo) de esta superficie, con
VE(x0,Y0,20) # 0. Entonces el plano que pasa por P y es

perpendicular a VF(xo,Y0.z0) es el plano tangente a la superficie S
en P.

T Planpo
| Fngente 5 g

\ /
V' Superficie de
Nivel

\
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Teorema

Para la superficie F(x,y,z) = k, la ecuacién del pano tangente en
(x0, Y0, 20) €s

VF(x0,Y0,20)-(x — X0,¥ — Y0,z —20) =0
es decir
Fx(x0,Y0,20) (x—x0)+Fy(x0, Y0, 20) (Y —Y0)+Fz(x0, Yo, 20) (z—20) = 0

En particular, para la supetficie z = f(x,v), la ecuacion del plano
tangente en (xo, Yo,20) €s

z — zo = fx(x0, Yo ) (x — xo0) + fy(x0,0) (¥ — Yo)
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Plano tangente a una supericie

Eje Z
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Ejemplo
Determine la ecuacion del plano tangente a la superficie
x? +y*+2z2 =23 en (1,2,3).

Ejemplo

Determinar la ecuacion del plano tangente a z = x> + y? en el punto
(1,1,2)
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Definiciéon
Supongamos que F(x,y,z) = k determina una superficie S y que F es
diferenciable en el punto P(xo, Yo, zo) de esta superficie, con

VE(xo,Y0,20) # 0. Entonces la recta que pasa por Py tiene la
direccion de VF(xo, Yo, z0) se le llama recta normal a S en P.

Definicion (Ecuaciones Simétricas de la recta Normal a S
en P)

X —Xo B ¥Y—1Yo i Z— 2

Fx(x0,0,20)  Fy(x0,Y0,20)  F2(x0,Y0,20)

Funciones de Varias Variables Hermes Pantoja Carhuavilca 139 de 162



Funciones de Varias Variables

0000000000000 0000O00O0O00O0000000000000000O00000000000000000000000000000000000000000000000000
: :

Ejemplo
Hallar un conjunto de ecuaciones simétricas para la recta normal a la
superficie dada por xyz = 12 en el punto (2, -2, —3).
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Teorema

Si F es diferenciable en (xo, Yo, z0) y VF(X0,Y0,20) # 0, entonces
VE(xo, Yo, 20) es normal a la superficie de nivel que pasa por

(x0, Y0, Z0)
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EXTREMO DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Teorema
Sea f una funcién continua de dos variables x e y definida en una
region acotada cerrada D en el plano XY
1. Existe por lo menos un punto en D, en el que f toma un valor
minimo.
2. Existe por lo menos un punto en D, en el que f toma un valor
maximo.

absolute

local
maximum

absolute
minimum
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Definicién
Sea f una funcién definida en una regién D que contiene (xo, o)

1. La funcion f tiene un minimo relativo en (xo, o) si existe una
bola abierta B de centro (xo, yo) tal que

f(x’y) Zf(x07]/0> V(xvy) € B((x07y0)75))

2. La funcion f tiene un mdximo relativo en (xo, o) si existe una
bola abierta B de centro (xo, yo) tal que

f(x,]/) §f(x0,]/0) V(xvy) € B((X(),yo),5))

Funciones de Varias Variables Hermes Pantoja Carhuavilca 143 de 162



Funciones de Varias Variables

0000000000000 0000O00O0O00O0000000000000000O00000000000000000000000000000000000000000000000000
: :

Definicién (Puntos criticos)

Sea f definida en una regién abierta D que contiene a (xo, o). EI
punto (xo,Yo) es un punto critico de f si en él se da alguna de estas
circunstancias:

L fx(x0,40) = 0y fy(x0,y0) = 0
2. fx(x0,Y0) 0 fy(x0,yo) no existen.
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LOS EXTREMOS RELATIVOS SOLO PUEDEN OCURRIR
EN PUNTOS CRITICOS

Sif estd definida en una regién D y tiene en (X, yp) un extremo
relativo, entonces (xo, /o) es un punto critico de f.

Sif esta definida en una region abierta D y tiene en (xp, 1) un
punto critico de f, entonces (xg, o) puede ser o no un extremo
relativo de f.
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Ejemplo

Hallar los extremos relativos de

flx,y) =2x* +y* + 8x — 6y + 20
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Teorema (EL criterio de las segundas derivadas parciales)

Sea f una funcién con sequndas derivadas parciales continuas en una
region abierta que contiene al punto (xo,Yo) en el cual

fr(x0,y0) =0 'y fy(x0,y0) =0

Para buscar los extremos relativos de f, sea

D = D(x0,%0) = fux(%0, Y0)fyy (0. 0) — [fay(x0.y0)]?

Entonces
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1. SiD > 0y fix(x0,Y0) < 0, entonces f(xg, yo) es un valor
maximo local.

2. SiD > 0y fex(x0,y0) > 0, entonces f(xo, yo) es un valor
minimo local.

3. Si D < 0, entonces f(xp, Yo) no es un valor maximo
extremo(punto de silla).

4. Si D = 0, el criterio no es concluyente.

\
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Ejemplo
Determinar los extremos, si existen, de la funcién F definida como
F(x,y) =3x> + y* — 9x + 4y

Funciones de Varias Variables Hermes Pantoja Carhuavilca 149 de 162



Funciones de Varias Variables

0000000000000 0000O00O0O00O0000000000000000O00000000000000000000000000000000000000000000000000
: :

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Deseamos hallar el rectdngulo de 4rea maxima que se puede
inscribir en la elipse

2 2
33 42

Xy}

e

V)
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MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

El rectangulo tiene lados 2x y 2y

Funcién objetivo

fx,y) = 4xy

Vinculo o ligadura

7
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MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Interpretamos la ecuacién de ligadura

x2 ]/2
prp=!

como una curva de nivel fija de

2 2
glx,y) = 32 + 2

(e
LEER
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MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Las curvas de nivel de f

flx,y) =4xy =k

es una familia de hipérbolas.

Las curvas de nivel de f en las que hay puntos que satisfacen la
ligadura o el vinculo corresponden a las hiperbdlas que cortan
a la elipse.
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MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
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MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

e
w
s
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Teorema (Lagrange)

Sean f y g funciones con primeras derivadas parciales continuas, tales
que f tiene un extremo en el punto (xo,yo) sobre la curva suave de
ligadura g(x,y) = c.

Si Vg(xo,y0) # 0 existe un niimero X tal que

Vf (x0, o) = AVg(x0,Y0)
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METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Sean f y g que satisfacen el teorema de Lagrange, tales que f
tiene un extremo sujeto a la condicién g(x,y) = c. Para hallar el
minimo o el maximo de f, basta proceder como sigue:

» Resolver simultdneamente las ecuaciones

Vf(x,y) = AVg(x,y)
glx,y)=c

» Evaluar f en cada uno de los puntos solucién obtenidos en
el paso anterior. El mayor de esos valores da el méximo de
f sujeta a la ligadura y el menor da el minimo de f sujeta a
la ligadura.
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CALCULO DE LOS EXTREMOS ABSOLUTOS

Sea z = f(x, y) una funcién de dos variables definida y continua
en una region cerrada y acotada D del plano XY entonces f
alcanza su maximo y minimo absoluto

» En los puntos fronteras de D.
» En los puntos criticos de f en el interior de D.

Comparando los valores se determinan el valor maximo
absoluto y el minimo absoluto de f en D.
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Ejemplo
¢Cudl es la mdxima drea que puede tener un rectdngulo si la longitud
de su diagonal es 27
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Ejemplo
Hallar el minimo valor de
flx,y,2z) = 2x% + yz + 322

sujeta a:
2x -3y —4z—-49=0
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OPTIMIZACION CON UNA DESIGUALDAD COMO
RESTRICCION

Para hallar los valores extremos de la funcién f(x, y) sujeta a la
restriccion g(x,y) < 0. Seguiremos los siguientes pasos:

1. Hallar los puntos criticos que satisface la restriccion.
2. Hallar los valores extremos de la funcién frontera
g(x,y) =0.
Finalmente comparamos los resultados.
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Ejemplo
La temperatura en los puntos (x,y) de una ldmina metdlica de forma

eliptica limitada por x* + 4y* < 24, viene dada por
T(x,y) = x> + 2x + y2. Hallar la temperatura mdxima y minima.
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