Integrales Dobles
000000000000 0000000O000O000000000000O000000000000000O00000000000000000000000000
! !

Integrales Dobles

Hermes Pantoja Carhuavilca

Facultad de Ingenieria Mecdnica
Universidad Nacional de Ingenieria

Calculo Vectorial

Hermes Pantoja Carhuavilca 1de77



Integrales Dobles

000000000000 00000O00O0O00000000O00000000000000000000000000000000000000000000000
: :

CONTENIDO

Integrales Dobles
Introduccién
La integral Doble
Interpretacién Gréfica
Célculo de Integrales Dobles
Propiedades
Integrales dobles sobre regiones generales
Integrales sobre una regioén no rectangular
Valor medio para una funcién de dos variables
Volumenes con integrales dobles
Integrales Dobles en coordenadas polares

Hermes Pantoja Carhuavilca 2de77



Integrales Dobles

®000000000000000000000000000O00000000000O000000000000000000000000000000000000
: :

INTRODUCCION

En el curso de calculo integral se plante6 el problema de hallar
el area comprendida entre la gréfica de una funcién positiva
y = f(x), el eje OX y las rectas x = 4, x = b. Dicha area se

b
reprentaba como / f(x)dx

b
lim g f(x; JAx= [ #xelx = F(b) - F(a)

n—o0 j=1
a

a Xj X b
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Dada una funcién z = f(x,y) en D C R? tal que z > 0,
V(x,y) € D; queremos encontrar el volumen del sélido limitado
por f arriba de D, donde D es una regién rectdangular definida:

D={(x,y) €R* Ja<x<b, c<y<d}
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LA INTEGRAL DOBLE

Sea f, continua en una regién R del plano XY. Usando lineas
paralelas a los ejes para aproximar R por medio de n
rectdngulos de drea AA. Sea (x;, y;) un punto del j-ésimo
rectdngulo, entonces la integral doble de f sobre R es:

n
f fo0)dA = lim Y f(x;,v;)AA

n—0 j=1
R

B,
$< (xr, X;q]

.
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Ejemplo

Estime el volumen del sélido que se encuentra arriba del cuadrado

R = [0,2] x [0,2] y abajo del paraboloide eliptico z = 16 — x> — 2y>.
Divida R en cuatro cuadrados iguales y escoja el punto de muestra
como la esquina superior derecha de cada cuadrado R;j. Trace el solido
y las cajas rectdngulares de aproximacion.
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SOLUCION

L2
2 2,2)
R, Ry,
2,1
1 Wy 2,1
Ry Ry
0 1 2 x
2 2
B DTN
i=1 j=1

— FL1AA + F(L2)AA + F(2, )AA+ F(2,2)AA
— 13(1) + 7(1) + 10(1) + 4(1) = 34

Integrales Dobles Hermes Pantoja Carhuavilca 7 de 77



Integrales Dobles

0000080000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

(©)m=n=16,V~=46.46875

n=8,V=44.875

(b)m

=4.V=415

(@m=n

El volumen exacto del volumen es 48

DA
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INTERPRETACION GRAFICA

La integral doble de una funciéon no negativa en dos variables
se interpreta como el volumen bajo la superficie z = f(x,y) y
sobre la regién R del plano XY.

z=f(xy)

I

—

Or___._ RegionR
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OBJETIVOS

1. Evaluar la integral doble usando el teorema de Fubini

2. Aplicar las integrales dobles en el célculo del 4rea de una
region plana y volumen de un solido.
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CALCULO DE INTEGRALES DOBLES

Teorema (Teorema de Fubini)

Si f es integrable en el rectdngulo
R={(xy) /a<x<b c<y<d)

H f(x. y)dA Zf I:f(x. y)cixcy I:Ld f(x. y)dydx
R
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EJEMPLO

Ejemplo
SiR={(x,y) eR? /] 0<x<2, 1<y<4}

Calcular:
// (6x* + 4xy®)dA
R
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INTEGRAL DOBLE

Definicion (Definicién de Integral Doble)

Si f estd definida en una region cerrada y acotada R del plano XY, la
integral doble de f sobre R se define como

//Rf(x,y)dA IAH Zf Xi, Yi) Ax;Ay;

Supuesto que exista el limite, en cuyo caso se dice que f es integrable
sobre R.
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PROPIEDADES

. / /R Kf(x,y)dA = K / /R Flx,y)dA

a
o [] ey £gtxynaa= [[ fepaaz [[ stxyaa
¢ Sif(x,y) >0,V (x,y) € R, / /R Flx,y)dA >0

d. SiR=R;UR;,,donde Ri "Ry = ¢

//Rf(x,y)dAZ//le(x,y)dA—k//sz(Ly)dA
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INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES GENERALES

F(x,y) = f(x,y) si (x,y) estien D
o si (x,y) estden R peronoen D
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/ /D Flx,y)dA = / /R F(x,y)dA
Q/ Gréficade f Grafica de F
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LIMITES DE INTEGRACION

Secciones transversales verticales (Barrido Vertical)

La region R estd limitada por las graficas de g1(x) y g2(x) en el
intervalo [a, b]. Si R es descrita por

R:  a<x<b,  g1(x) <y<g()

C:‘ b “ f(x, y)dA —J rz ¥ f(x, y)dydx ‘

Integrales Dobles Hermes Pantoja Carhuavilca 18 de 77
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a<x<band
y g sysg,x)

Arca:f j dy \d>
a Jgx) Lt
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Secciones transversales horizontales (Barrido Horizontal)

La region R estd limitada por las graficas de h; y hy en el
intervalo [c,d]. Si R es descrita por

” f(x, v)dA Zf Ihh;(:) f(x, y)dxdy ;
R 1 8
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c<y<dand
h(¥) Sx<hy(y)

h

d (hy(y e,
Area = j J’ S dxldy
c Jhy Bt
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EJEMPLO

Ejemplo

Calcular
1 rvx
/ / 160xy°dydx
0 Jx2

Ejemplo

Calcular

//Rdi

donde R es la region limitada por y = 2x, y = x? por los dos métodos
(Barrido vertical y horizontal)
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EJERCICIO 1

Ejercicio

Evaluar

2 p4—x2 52y
/ / e dydx
0 Jo 4 -y

Integrales Dobles Hermes Pantoja Carhuavilca 23 de 77



Integrales Dobles

0000000000000 00000000e000000000000000000000000000O00000000000000000000000000
: :

SOLUCION

4
mgogt 0<x<?2
Y 0<y<4-—x?
2 A4—x% 42y
// e dydx
0 Jo 4—-y
‘ 2
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SOLUCION

Intercambiando Diferenciales

0<
X:@ R: OS
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SOLUCION:

Ve

0

4 /Ay ye2y 442 Q2
/ / dxdy = | —
0 Jo 0 24—y

4-y
4 4_y eZy 462y
_/0 2 a—y) W) W

S
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EJERCICIO 2

Ejercicio

T [T siny
dyd
Jy J =g
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SOLUCION

I8 R 0<x<m
x<y<m

T [T siny
—=dydx
I
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SOLUCION

Intercambiando Diferenciales

i Jo<x<y
0<y<m

|
|
=Y ! T Y Qi
" : //Smydxdy
| o Jo Y
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SOLUCION:

T [T siny T [Ysiny Tsiny |y
dd:// dd:/
/O/x y Y b Ty YT yxlo

:/Wﬂydy:/ﬂsinydy:Z
0o Y 0

/ﬂ/ﬂﬂdydx:2
0 Jx y

Por lo tanto:
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EJERCICIO

Ejercicio

Calcular / / (2x 4+ 1)dA donde R es el tridngulo que tiene por
R

vértices los puntos (—1,0),(0,1) y (1,0).
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Nota
Sif(x,y) =1, laintegral doble representa el drea de la regiéon R

A://RdA
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Ejemplo
Hallar el drea de la region R limitada por las siguientes curvas

=

RSO RS
1

O NR |- R
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UN AREA REPRESENTADA POR DOS INTEGRALES
ITERADAS
Ejemplo

Hallar el drea de la region R que se encuentra bajo la pardbola
y = 4x — x?, sobre el eje X, y sobre la rectay = —3x + 6

2

et ) dr-x?
Area JJ’ dy\dxr+J’J- dy . d'(r
3x+6
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SOLUCION

Secciones Verticales

R - 1<x<2

L —3x-|—6§y§4x—x2
<x <

R : 2<x<4

0<y<dx—x?
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SOLUCION

R=R1URp

2 pdx—x2 4 pdx—x?
Area(R) — /1 /_ v /2 /O dydx
15

Area(R) = >
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CALCULO DE INTEGRALES DOBLES INVIRTIENDO LOS
LIMITES DE INTEGRACION

Algunas integrales iteradas pueden ser calculadas de las dos
formas, pero tenga mucho cuidado cuando invierte el orden de
las integrales.

Ejemplo

e rlnx
/ / xydydx
1Jo
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EJERCICIO

Ejercicio

Invierta el orden de integracion para

[ [ ey

Ejercicio

Invierta el orden de integracion para

[ [ ey
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VALOR MEDIO PARA UNA FUNCION DE DOS
VARIABLES

Definicién
Sea f una funcién continua en las variables x e y. El Valor Medio de f
en una region R estd dado por:

/ f(x,y)d
Valor Medio =

/dA
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Ejemplo
Encuentre el valor medio de la funcién f(x,y) = x1/1 + y3 sobre la

y=2
region limitada por { y = x
x=0
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SOLUCION

La regién de integracion es:

- =
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SOLUCION:

2y
//f(x,y)dA / / xy/ 1+ y3dxdy
Valor Medio =2/R = 20 J0 vl
v
//dA //dxdy
2 ‘L 2 0
3% |y 1 2 3
_/O\/1+y2’0dy_2/0y\/1+ydy_13

2 y 2 6
/ x \ody / ydy
0 0
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VOLUMENES CON INTEGRALES DOBLES

Sif(x,y) >0

Volumen = / /R f(x,y)dA
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VOLUMENES CON INTEGRALES DOBLES

Ejemplo

Hallar el volumen del sélido limitado por el plano ;—C +74 ; =1lyel

b

plano XY en el primer octante.
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SOLIDO LIMITADO POR SUPERFICIES

Ahora consideremos un sélido limitado por superficies. Por
ejemplo:

X
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SOLIDO LIMITADO POR SUPERFICIES

En el grafico, el volumen del sélido limitado por las superficies
estd dado por:

V=[] Fy —s@ylaa

R: es la region plana que tiene por proyeccion la superficie en el
plano XY.
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Ejemplo

Hallar el volumen del sélido limitado por z = 4 — x> — 2y* y el plano
z=2.

I=S

=4-x"-21"

g 2 kA e

/ .' | Vi

1 ’/

pud "“-\\4:‘ P
- [
--------- - -
R
/
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INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES

/ /R F(r,0)dA

Definicién (Coordenadas Polares y Rectangulares)

x =rcosf, x*+y?

y=rsinf, tanf =

48 de 77
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INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES

Ejemplo
Utilizar coordenadas polares para describir cada una de las regiones
mostradas en la figura

¥ ¥
xPkyi= - P+y'=4
R R
0 X
0 ,‘\z+y1—l X
(@ R={(r0)|0=r<1,0=0<27} R={r.0)|1=r<2,0<6=<m7}
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DIFERENCIAL AREA EN COORDENADAS POLARES

_ dA = (rdf)dr
2 dA = rdfdr
= dr
////> ' dA = rdrdf
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Definiciéon

Si f es una funcién continua en r y 6 en una region plana cerrada y
acotada R, entonces la integral doble de f sobre R, en coordenadas
polares, viene dada por

//Rf(r, 0)dA = lm f(r;, 0;)r;Ar;A6;

|A[]—0

si el limite existe.
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INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES

Teorema
Sea f(r,0)) continua en la region

D={(r0)/a<6<p, a<r<b}

entonces

/D/f(x, y)dA = /j /ubf(rcos 0, rsin0)rdrdf
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r=b
=8/
; R
/
/o
/jfu % = a
/'H/’f/

0
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EJEMPLO

Ejemplo
Sea R la regién comprendida entre los dos circulos x> +y*> =1y
x2 +y? = 5. Evaluar la integral / / (x* 4+ y)dA
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SOLUCION

27 \/5
/ 1% cos®  + rsin 0)rdrdf

—

2 /5
/ (r* cos? 0 + 1* sin 0)drd6

/

AZ
T = / 7 cos 6+sm0> ]iﬁdﬂ
0z6z2n 0
| )

/

6 cos> 9~|— sin@ | do
5\6—1 _
73 n

-1
° .
.

3 4+ 3cos 260 +

3s1n20 V5 -1
2 3
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INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES

Teorema
Sea f(r,0)) continua en la region

D={(r,0) /a<0<p h(0) <r<h6)}

entonces

/D/f(x,y)dA = /ﬁ /hzw)f(rcos 0, rsin 0)rdrdd

a Jhi(0)
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INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES

Teorema
Sea f(r,0)) continua en la region

D={(r,0) /Ja<r<b, hi(r) <0<hyr)}

entonces

/D/f(x, y)dA = /j /ubf(rcos 0, rsin0)rdrdf
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0<hy(r) <0< hy(r)

asr<h
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Ejemplo
2 pe/4—x2

Calcular / / e’xz’yzdydx
0 Jo

Ejemplo

Hallar el volumen del sélido limitado por z = x> + y*> y el planoz = 9

Ejemplo

Encuentre el volumen de la region limitada por las superficies

P+ =4 ; PFHy-17=1
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CAMBIO DE VARIABLES PARA INTEGRALES

DOBLES(TRANSFORMACIONES)
Supongamos que se tiene la siguiente transformacién

x = x(u,v)

y =y(u,v)
Aplicando la integral doble

| [ an

quedara de la forma

/ , / Fx(u,0), y(u,v))dA

Donde R’ es la region de integracion en el plano UV
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Teorema

Sean Ry S las regiones en los planos XY y UV respectivamente que
estdn relacionadas por las ecuacionesx = G(u,v), y = H(u, v)
mediante la cual la region R es la imagen de S. Si f es continua en la
region R y ademds G y H tienen derivadas parciales continuas en Sy

(m es no nulo en S entonces
//fxydA //f x(u,v), (uv))‘gg y;
donde

oY) | 9u ou
B | &G
0v
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T:UV — XY

(M,Z)) - T(M,Z)) = (x’y) = (g(uvv)7h(uav))
T-1:XY - Uuv
(X,y) - Tﬁl(x’y) = (u,0) = (G(x,y),H(x,y))
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JACOBIANOS
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JACOBIANOS
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RELACION ENTRE J7(%,0) Y J7-1(x, )
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Ejemplo

Sea R la region limitada por las rectas
x—2y=0, x-2y=-4x+y=4, x+y=1

Evaluar la siguiente integral

/ / 3xydS
R
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Ejercicio
Calcule la integral doble / / ydA donde : R es la region limitada por
R

el paralelogramo cuyos lados son las rectas:
y=x—-2, y=x+1, y=2—-x, y=—x
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SOLUCION

Ubicacién de la region R
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SOLUCION

Rectas que limitan la regién R

x—y=-1 x+y=0
X—y=2 x+y=2

Sea
Uu=x-1, u=-1, u=2

v=x+Y, v=0, v=2
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SOLUCION
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T (x,y) = (u,0) = (x —y,x + )

Jacobiano de T—1

_ Ou,v)
= Gy)
ou Ou
Cowo) | ax oy
W) =y T4 0 oo
ox Oy
o(u,v) 1 -1
]T—l(xay) - a(xay) = det 1 1 ‘_2
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T (xy) = (u,0) = (x —y.x+y)

Jacobiano de T—1
o(u,v)
XY)=—F——-=2
T = 50ey)

Jacobiano de T
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SOLUCION

/ /R dA = / /Df (x(u, ), y(u,0))|J (u, v)|dudo
Jaa= [, (55") (3) a4
2 2
J[vaa=3 [ [ audo
ffa=:
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Ejercicio

Evalue la integral doble indicada, efectuando un cambio de variables

/ / *yPdA
R

donde R es la region situada en el primer cuadrante y limitada por las
hipérbolas equilateras: xy = 1,xy = 2y las rectas : x = 2y, y = 3x

Integrales Dobles Hermes Pantoja Carhuavilca 75 de 77



Integrales Dobles

0000000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000e0
: :

Ejercicio
1 r2x

Calcular / / dydx empleando el siguiente cambio de variable
0 Jx

x=u(l—-o)
Y =uv

Integrales Dobles Hermes Pantoja Carhuavilca 76 de 77



Integrales Dobles

0000000000000 0000000000O000000000000000000000000000000000000000000000000000e
:

Ejercicio
Calcular

[= / /e—(2x2—2xy+5y2) arctan (%) dA
D _
donde

D:{(x,y) €R? /1< 2x® —2xy +5y* <9,
(1-V3)x+ (1+2V3)y <0, V3(x+y) Zx—Zy}
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