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Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Una Ecuacién Diferencial es una expresion matematica que "

g. Hermes
involucra al menos una derivada de una funcién desconocida Pantoja C.
de una o mas variables.
Ecuacion diferencial ordinaria: Cuando la funcién
desconocida depende de una sola variable.

3 Ecuaciones Diferenciales

dy
~Z _9
dx Xty

Ecuacion diferencial parcial: cuando la funcién
desconocida depende de mas de una variable.

Wv+$v_v
ox2  Oy?
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El orden de una ecuacion diferencial lo define el orden de la
derivada mas alta que aparece en la ecuacién.

d
Y _ox +y Es de primer orden

dx
d’x N 2d
dr2 " T dt
El grado de una ecuacion diferencial lo define el exponente
de la derivada de mayor orden, una vez que se han eliminado

las fracciones y los radicales en variable dependiente y en sus
derivadas

—15x =0 Es de segundo orden

d? d

dé); + 2d—); —15x =0 Es de primer grado

(dy) +2y —x =0 Es de segundo grado
X
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Ecuaciones
Diferenciales

Aqui se presentan algunos ejemplos de ecuaciones

diferenciales con sus soluciones. En cada caso, t es la

variable independiente e y la variable dependiente. Por

tanto, y es el nombre de la funcién desconocida de la
variable independiente t:

Ecuacion:
y—y=¢e
y//+9y — et
1
/
— =0
vt 2x

Ordinaria
Mg. Hermes
Pantoja C.
5 | Ecuaciones Diferenciales
r |
Métod: €
Aetodo Eu
letod:
letodo de R
Solucién:
y(t) = tet + cet Siama €00

y(t) = c1sin(3t) + cpcos(3t)

y(t)=vec—t
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Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Forma estandar del Problema de Valor Inicial para una Mg, Hermes
ecuacién diferencial de primer orden Pantoja C.
y/ = f(t7 .y) 6 Problema de Valor Inicial
y(a) esta dada

Se llama Problema de Valor Inicial (PVI) porque t se puede
interpretar como el tiempo y t = a se puede pensar como el

instante inicial en el tiempo.

e o Solucién
Ecuacion: Valor inicial

y=y+1 0) =0 y(t)=e—1
y=orl §21§=6 y(t) =32 —t+4

S =




Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

DefInICIén Mg. Hermes

.z . Pantoja C.
Dada la funcién f : R? — R, un intervalo [tg, T] y un valor tJ

yo € R, el problema de valor inicial consiste en determinar .
una funcién y : [to, T] — R que verifique una ecuacién 7 ) Probema de Vil i
diferencial de primer orden

y'(t) =f(t,y(t),  teto,T]

Sistema EDO

con la condicién inicial

y(to) = yo

Nota: Antes de empezar a resolver el problema, interesa
garantizar que esta tiene solucién tnica. Drerstad Nacimt o

Ingenierfa
Facultad de Ingenieria
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Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Teorema Me. Hermes
Pantoja C.

Sea f : R? — R una funcién tal que
» f es continua en [ty, T| con respecto al primer
argumento.
» f es continua segin Lipschitz con respecto al segundo
argumento, esto es, existe una constante L > 0
(llamada constante de Lipschitz) tal que

8  Problema de Valor Inicial

[f(t,y1)—f(t, )| < Lly1—yal, Vt € [to, T], Vy1,y2 €R

Entonces, el problema de valor inicial posee una solucién y
que es tnica. Ademas, la solucion y es continuamente
diferenciable en [ty, T].
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Ejemplo

Demostrar que el Problema de Valor Inicial
dy 2 2t
. - t
g/ the
y(1)=0

tiene solucién dnica en el intervalo [1,2].

Solucién:
f(t,y)= iy + t2e’ continua en su dominio, y como

2
[f(t,y1) — f(t,y2)| = !;Hyl —y2| <2ly1 — yo

Donde la constante de Lipschitz L = 2, luego se verifica que

tiene solucién Unica.

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

9  Problema de Valor Inicial
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Solucion Numérica

Ecuaciones
Diferenciales

Ordinaria
Pasos: M. Hermes
1. Definir una malla {t;} i=0,1,..., N en el intervalo Pantolz €
[to, TT;
2. Desde i =1 hasta i = N, determinar los y; que sera el
valor de la solucién aproximada de y(t;). 10) Miétodo de un SoloPaso

El yp es la condicién inicial conocida. Los métodos
numéricos se distinguen por la forma como son calculados
los valores sucesivos de y;.

Los métodos en donde el célculo de y; es realizado solo con
la informacién en el intervalo [ti_1, t;] se llaman métodos
de un solo paso. Los que recurren a informacién fuera de
este intervalo para determinar y; se llaman métodos de
multiple paso, o de paso miiltiple.
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Método de Euler

Este método rara vez se usa en la practica, debido a que es
el menos preciso de los métodos que veremos. Sin embargo
su derivacioén es tan simple que permite ilustrar las técnicas
que normalmente se utilizan en la construcciéon de métodos
mas avanzados. Pretendemos resolver

Y'()=f(t,y(t)), t=a<t<b
y(to) = wo Condicién Inicial

Tomamos el tamafio de paso h >0 (h= (b — a)/n)

definiendo t; = tg + jh, j=0,1,2...,n
y obtenemos de tal manera

Yi+1 = yj + hf(t;, y)) j=0,1,2...,n-1

siendo los y; aproximaciones para y(t;)

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

11 = Metodo de Euler
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Ejemplo
Aplicar el método de Euler para aproximar la solucién del
problema de valor inicial

{y’(t)=—y+t+1, 0<t<1

y(0) =1
Solucién:
El primer paso, es encontrar el tamafio de paso h, eligiendo
=P . 1-0
h=2""2_2"

-~ =01
T

yYi=>% + hf(to,yo) =1+4+0.1x% f(O, 1) =1
ya=y1+ hf(t1,y1) =14+ 0.1xf(1,1) = 1.01

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

Métodos de un Solo Pas:
12 = Metodo de Euler

Metod:

letodo de Runge Kut

Un'\vers'\dad Naciona\ de
eeeeeee



La solucién exacta es y(t) = t + e~ '. La siguiente tabla
muestra la comparacién entre los valores aproximados y; y
los valores exactos y(t;).

Nétese que el error crece ligeramente conforme el valor de t;

aumenta

L ¥, »,) Error=| v ;- v(t,) |

0.0 1.000000 1.000000 0.0

0.1 1.000000 1.004837 0.004837
0.2 1.010000 1.018731 0.008731
0.3 1.029000 1.040818 0.011818
0.4 1.056000 1.070320 0.014220
0.5 1.090000 1.106531 0.016041
0.6 1.131441 1.148812 0.017371
0.7 1.178297 1.196585 0.018288
0.8 1.230467 1.249329 0.018862
0.9 1.287420 1.306570 0.019150
1.0 1.348678 1.367879 0.019201

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién
Ecuaciones Diferenciales

Problema de Valor Inicia

Solucién Numérica

Métodos de un Solo Paso
13 = Metodo de Euler

Metodo de Taylor

Metodo de Runge Kutta
Sistema EDO
Sistema EDO

EDO de orden
superior

EDO de orden superio
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Método de Taylor de Orden Superior

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Podemos desarrollar la funcién y(t) en una serie de Taylor

alrededor del punto t; de manera de poder encontrar y(tj11) Mg Hermes
antoja C.

1
y(t) = y(tj)+hy'(tj)+§h2y”(tj)+. . donde h=tj1—t;

El método de Euler consiste en truncar esta serie al primer

orden. 14 Metodo de Tayler
Si truncamos la serie de Taylor al orden n tenemos el

método de Taylor de orden n

h? A"
Yis1 =y + hf(t, ;) + ?f’(tj,yj) +...+ Hf(" U(t,y))

Los métodos de Taylor de orden elevado no son en general
de aplicacién muy practica, utilizaremos en muchos casos
solo el método de Taylor de orden 2.

.
Facult:
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Método de Taylor de Orden 2

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria
Mg. Hermes
Pantoja C.
PVI
y,(t):f(tvy(t))a t0:a§ tgb Eecon .
y(to) = yo Condicién Inicial e el
Tomamos el tamafio de paso h >0 (h= (b — a)/n) SR
definiendo t; = tg + jh, j=0,1,2,...,n o) MectodeTatr
y obtenemos de tal manera

h2 )
yj+1:w+hf(tj,yj)+?f’(tj,)g) j=0,1,2,....n—1




Ecuaciones
Diferenciales

Ordinaria
Ejemplo g Hermes
Aplicar el método de Taylor de Orden 2 para aproximar la
solucién del problema de valor inicial ‘
{y’(t)z—y+t+1, 0<t<1 S
y(0) =1 ) o e

letodo de Runge Kutta

Considere h =10.1

Solucién:
f(t,y)=-y+t+1
flit,y) ==y +1=y—t—1+1=y—t

h
Luego: y1 = yo + h(—yo + to + 1) + —(yo — tp) = 1.005

istema EDO

2
2
Yo = 1 019025 Universidad Nacional de

genieria

In
Facultad de Ingenieria
° Mecénica



Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

."j

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.000000
1.005000
1.019025
1.041218
1.070802
1.107076
1.149404
1.197211
1.249976
1.307228

1.0

1.368541

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién
Ecuaciones Diferenciales

Problema de Valor Inicia

Solucién Numérica
Métodos de un Solo Paso

Metodo de Euler

i~

Metodo de Taylor
Metodo de Runge Kutta
Sistema EDO
Sistema EDO

EDO de orden

superior

EDO de orden superior
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Método de Runge Kutta

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

Los métodos de Taylor esbozados en la seccién anterior

tienen la desventaja de requerir el calculo y la evaluacién de

las derivadas de f(t,y). Este puede ser un procedimiento

muy complicado y que consuma mucho tiempo para una

gran cantidad de problemas. Es por ello que los métodos de 1 et se runge ks
Taylor se usan muy poco en la practica. Los métodos de

Runge Kutta eliminan el cdlculo y la evaluacién de las

derivadas de f(t,y) .

Universidad Nacional de
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Método de Runge Kutta de Orden 2

Conocido También como el método de Heun 6 Euler
Mejorado

PVI
y/(t):f(tay(t))a to=a<t<b
y(to) = yo Condicién Inicial

Tomamos el tamafio de paso h >0 (h= (b — a)/n)
definiendo t; = tg + jh, j=0,1,2...,n
y obtenemos de tal manera

kl = hf(tj,yj)
ko = hf(fj+1iyj + k1)
Y1 =Yy + §(k1 + ko)

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.
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Ecuaciones

Ejemplo Opprncats
Aplicar el método de Runge Kutta de Orden 2 para e
aproximar la solucién del problema de valor inicial

y'(t)= -y +t2+1, 0<t<1

y(0) =1 -
Considere h = 0.1 20) Mt d Forge et

Solucion:

f(t,y)=—-y+t+1

ki = hf(t,y)) = h(=y; + t7 +1)

ko = hf(ti+1,y; + ki) = h[—(y; + k) + £ 1 + 1]
Luego: ki = hf(to,y0) = h(—yo + tg +1)=0

ko = hf(t1,yo + k1) = h[—(yo + k1) + tZ + 1] = 0.001

1 nivers iol
— Z(ky + kp) = 1.0005
yi=y0+ 2( 1+ k) () "



Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

.1._"

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.000000
1.000500
1.002903
1.008927
1.020129
1.037917
1.063565
1.098226
1.142944
1.198665

1.0

1.266242

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién
Ecuaciones Diferenciales

Problema de Valor Inicia

Solucién Numérica
Métodos de un Solo Paso
Metodo de Euler

Metodo de Taylor

~

Metodo de Runge Kutta

Sistema EDO
Sistema EDO
EDO de orden

superior

EDO de orden superior
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Método de Runge Kutta de Orden 4

Este es el método mas empleado en la practica. Surge de
aproximar la integral de f(t,y) por la regla de Simpson 1/3

PVI
y,(t):f(tay(t))a to=a<t<b
y(to) = yo Condicién Inicial

Tomamos el tamafio de paso h >0 (h= (b — a)/n)

definiendo t; = ty + jh, j=0,1,2,...,n ; obtenemos de

tal manera
ki = hf(tj,yj)h )
ko= hf(t;+ =,y + =)

b

ks = hf(tj + 5,}/1' + ?)
k2 = hf(tj + h,yj + k3)

Yi+1 =Yy + é(kl + 2k + 2ks + k4)

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

22 Metodo de Runge Kutta

Ingenierfa



Ecuaciones

Diferenciales

EJem plo Ordinaria

Aplicar el método de Runge Kutta de orden 4 para aproximar e
la solucién del problema de valor inicial

y(t)=—-y+t+1, 0<t<1

y(0)=1 -
Considere h = 0.1 1) e b o e
Solucién: o

f(t,y)=—-y+t+1
ki = hf(t;,y;) = h(—y; + t; + 1)

h k k h
ko = hf(t; + ,y,+21):h(_(yj+2})+(tj+2)+1>
h k: k: h
k3 - hf(tJ + §,yj + 22) (_(yj + 52) + (tj + E) + 1) Un'\vers‘wdad Nacional de

eeeeeee

h
(—j+ k) +(G+h)+1) oy e

ks = hf(tj+ h,y; + k3) = h



Ecuaciones

LuegO: Diferenciales
Ordinaria
f(t7y) = _.y + t + ]‘ Mg. H.ermes
k]_ = hf(to,yo) = h(—yo + to + ]_) =0 Pantoja C.
h k
ky = hf(to + E’yo + ?1) =
kq h
h{=(vo+35)+(to+7)+1)=0005 o
h k S
k3 = hf(to + 5’ yo + ?2) = 24 = Metodo de Runge Kutta
ko h
h{—(vo+ =)+ (to+3)+1) =000475

ks = hf(to + h,yo + k) = h(—(yo + k3) + (to + h) + 1)) =
0.009525
Finalmente:

eeeeeee

1
yi=yo+ 6[k1 + 2ko + 2k3 + ka] = 1.00483750 e o
o Facu\l?\/{:ei:n::ienier‘\a



Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

¥
< J

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

1.000000

1.00483750
1.01873090
1.04081842
1.07032028
1.10653093
1.14881193

0.7 1.19658561
0.8 1.24932928
0.9 1.30656999
1.0 1.36787977

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién
Ecuaciones Diferenciales

Problema de Valor Inicia

Solucién Numérica
Métodos de un Solo Paso
Metodo de Euler

Metodo de Taylor

»
&

Metodo de Runge Kutta

Sistema EDO
Sistema EDO
EDO de orden

superior

EDO de orden superior
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Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

Dadas las funciones fi, fa, . .., f, de R"1 en R, un sistema
de ecuaciones diferenciales de orden 1 definido por Ecuacones Di

d
c;tl = A(t, ui(t), ua(t), ..., un(t)) i
u2 letod:
—_— o f e n letodo de R
™ 2(t, u1(t), ua(t), ..., up(t))

d
C;Jtn = fot, u1(t), ua(t), ..., un(t))

Universidad Nacional de
genieria

Ingenier;
Facultad de Ingenieria
° Mecénica



Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

El PVI consiste en determinar las funciones uy, uo, ..., u, en Mg. Hermes

Pantoja C.
un intervalo [a, b] que satisfacen estas ecuaciones

diferenciales y las condiciones iniciales:

ul(a) = U170 uz(a) = U2,0 u,,(a) = Un,O

Matricialmente:
u'(t) = f(t,u(t))

f: R — R donde f = [f1,f,...,f]" y u es una funcién
de R en R” donde u = [uy, o, ..., u,] 7.
Condicién inicial:

27 = Sistema EDO

u(a)=0

Universidad Nacional de
Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
° Mecénica



Método de Euler

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

7 s . : e . Mg. Hermes
Los métodos numéricos aplicado a EDO de valor inicial Pantoja C.

pueden ser aplicados de forma inmediata para el caso
matricial (sistemas de ecuaciones).

Uir1 =u; + hFh(t,', U,')

Escogemos un entero N > 0 y tomamos h = (b — a)/N para
dividir el intervalo [a, b] en N sub-intervalos con puntos de
red

28  Sistema EDO

ti=a+jh j=01,2...,N—1

La funcién Fj, se define en términos de f, de manera andloga
al caso escalar.

Universidad Nacional de
Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
° Mecénica



Ejemplo

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria
. . . e Mg. Hermes
Considere el siguiente problema de valor inicial Pantoja C.
-
up = upp res i
u, = t4u—
fetod: Eu
u1(0) =1, U2(O), t e [0, 1] o ‘
fetod:

R

29 = Sistema EDO

1. Determinar una solucién aproximada por el método de
Euler con tamaino de paso h =0.1.

2. Determinar una solucién aproximada por el método de
Taylor de orden 2 con tamaio de paso h = 0.1.

Universidad Nacional de
Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
° Mecénica



Ecuaciones
Diferenciales

. Ordinaria
Se define ﬁ_ Yy f2 por Mg. Hermes
Pantoja C.
ﬂ(t, uy, U2) - ujun Introduccién
h(t,u,u) = t+u—u e v

Solucién Numérica

1. La expresion del método de Euler es

ul+1 g ui —|— hFh(tH ul) ” Ssi;tcm:DEDO
EDO de orden
Toma en este caso la forma superior
F
EDO de orden superio
g — ) (i) g, fi(ti, uri, u2,7)
i+1 = =
U241 uo,j f(ti, ui, u2 i)

Universidad Nacional de
Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
e Mecénica



Ademas:
urit1 = U1, + 0.1 X ug jun;

Up ity = tio;+ 0.1 x (t; 4+ up; — u2;)

Para i =0,1,2,...,9 con las condiciones iniciales
U170 = U]_(O) =1

U270 = U2(0) = 0

La tabla siguiente representa los valores obtenidos:

3

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria
Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

s Diferenciales

Sistema EDO

Sistema EDO

EDO de orden
superior

EDO de orden superio

Universidad Nacional de
Ingenierfa
Facultad de Ingenieria
Mecénica



tr' Uy, Uy

0.0 1.0000 0.0000
0.1 1.0000 0.1000
0.2 1.0100 0.2000
0.3 1.0302 0.3010
0.4 1.0612 0.4039
0.5 1.1041 0.5096
0.6 1.1603 0.6191
0.7 1.2322 0.7332
0.8 1.3225 0.8531
0.9 1.4353 0.9801
1.0 1.5760 1.1156

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién
Ecuaciones Diferenciales

Problema de Valor Inicia

Solucién Numérica
Métodos de un Solo Paso
Metodo de Euler
Metodo de Taylor

Metodo de Runge Kutta

Sistema EDO

3 Sistema EDO

8

EDO de orden
superior

EDO de orden superior

Universidad Nacional de
Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
e Mecénica



2 La expresion del método de Taylor de orden 2 es
uip1 = uj + hFp(t, u;) + (h?/2)F}(t;, u;)
Siendo entonces necesario determinar { y f;.
fl(t,uy, u2) = oty + upub = w3 + ur(t 4 vy — w2)
f(t,u,u) =140 —uh =14ty — (t+ u1 — wp)
Toma en este caso la forma

ui uii fi(ti, uri, uzj
Uiyl = 1,i+1 — 1,i +h 1( iy Ulis 2,/)

Uoit1 up,i f(ti, ui, uai)

R ([ fl(ti,uri, ua)

2 \ (i, v, u2)

Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
Pantoja C.

33 Sistema EDO
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Ecuaciones
Diferenciales
Ordinaria

Mg. Hermes
AdeméS‘ Pantoja C.

Ui+l = U]_7,'+0.1><Ul,,'U27,‘+O.005X(U17,'U§7,'+U17,‘(t,'+U17,'—U27,‘)) e b
up,iy1 = U201 (ti+uyj—u2,1)+0.005X (14-uy juz i—(titur,i— ;7))
Para i =0,1,2,...,9 con las condiciones iniciales 1

ul,O = U]_(O) == ]. 34 Sistema EDO

uz2o = U2(0) =0

La tabla siguiente representa los valores obtenidos:
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f{. ul,.‘ iy
0.0 1.0000 0.0000
0.1 1.0050 0.1000
0.2 1.0202 0.2010
0.3 1.0461 0.3038
0.4 1.0838 0.4004
0.5 1.1349 0.5187
0.6 1.2016 0.6327
0.7 1.2871 0.7525
0.8 1:3955 0.8797
0.9 1.5328 1.0158
1.0 1.7073 1.1632
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EDO de orden superior

La ecuacién diferencial general de orden n de la forma
v = F(ty ()Y (), D) a<t<b
con condiciones iniciales
y(a) = u10,y'(a) = w20, ..,y V(a) = uno

para
U1,0, U205+, Uno € R
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Se convierte en un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden al hacer

y=u

/

y =u

/ _

Yp—1 = Un

yh= (e y(t).y'(8),...,y (1))

Usando esta notacién, obtenemos el sistema de primer orden
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duy dy
dt  dt
dp _ " _
dt  dt

u2

dup_1 o dy(n—2)

Up - n n—
dt :yT:y():f(tay(t)ay/(t)""’y( 1)(t))

con condiciones iniciales

ui(a) = y(a) = u1p
up(a) = y'(a) = u20

:un

up(a) = y(”_l)(a) = Unp
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Ejemplo
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Ecuaciones

El primer paso, es definir Diferenciales
Ordinaria

— [ Mg. Hermes

i = 9 uz = 0 Pantoja C.

Luego se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales
duy
&
dt

Luego las expresiones de recurrencias seran

:u2

=60" = —10sind = —10sin iy

uriy1 = u1,; +0.05 X up;
u2,/+1 - U2,i —0.05 x 10 sin(u17,-) 40 | EDO de orden superior

Para i=0,1,2,...,9 con las condiciones iniciales

uo = u1(0) =0.1
Universidad Na§ionz\ de
o =u(0)=0

° Mecénica



La tabla siguiente representa los valores obtenidos:

g U; = o, Uy;
0.0 0.1000 0.0000
0.05 0.1000 -0.0499
0.10 0.0975 -0.0998
0.15 0.0925 -0.1485
0.20 0.0851 -0.1947
0.25 0.0754 -0.2372
0.30 0.0635 -0.2748
0.35 0.0495 -0.3066
0.40 0.0344 -0.3314
0.45 0.0179 -0.3486
0.50 0.0094 -0.3576
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