Aritmetica del Computador

Mg. Hermes Pantoja Carhuavilca

Universidad Nacional de Ingenieria
Facultad de Ingenieria Mecanica

RO
3 B,
b L

Métodos Numérico



Agenda

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

Aritmetica del
Computador

Introduccion

Aritmetica del Computador

Universidad Nacional de
Ingenierfa
Facultad de Ingenieria
Mecénica



Sistema de Numeracién

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

Representacion de enteros
Base Binaria (2)

» 2 "bits” [0,1]
» 1011 enbase2=1x224+0x22+1x214+1x20
=8+04+2+4+1=11 en base decimal

Sea N un nlGmero entero en base § tal que:

3 Introduccién

n
N = (apan—1an—2 ... ara1d0)g = Z ay * ¥
k=0




Sistema de Numeracién

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

Representacion de niumeros fraccionarios

x:0.7:110:7><10—1
x=075=070+005=7x10"14+5x 102

Sea x un ndmero fraccionario en base /3 tal que:

4 Introduccién

x = (0.b1bobs...by)g = b1 x B 4 by x B2 4. .+ by x 37"

Base decimal (10)
» Potencia negativa de 10 para parte fraccionaria.
» 5432 =5x 101 +4%10° +3 x 107! +2 x 1072
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genierfa
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Otros sistemas de numeracién
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5 Introduccién

Aritmetica del
Computador

» Mayor interes en decimal (10) y binario (2)
Uso en computadores

» Otros sistemas
octal (8), {0,1,2,...,7}
hexadecimal (16), {0,1,2,...,9,A,B,C,D,E,F}
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Conversién entre bases: ejemplos
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6 Introduccién

Ejemplo: convertir el numero (19),; a binario. é\;"fﬂn;:?;;;e\
191 2
=] G| 2
ag——1 4|2
a; 0 2|2
a; 0 1 a, (19);,=(10011),

Ejemplo: convertir el nimero (127),, a hexadecimal.
127 |16
p—*15 7| 16
ag———7 08 (127);y = (07(15))6=(07F) 45
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Conversién entre bases: ejemplos

Aritmetica del

Computador
Mg. Hermes
b e Pantoja C.
Ejemplo: (0,1285),; a base 4. Ejemplo: (0.3)., a binario. 7 Introduccién
0.1285x4 0,3%2 S
a,———0 05140x4 84— 0 06x2
a,— 2 0,0560x4 8 ——— 1 02x2
a;—— 0 0,2240x4 83— 0 04x2
a,——— 0 0,8960x4 84— 0 08x2
a,——~ 3 0,5840x4 85— 1 06x2
ag— 2 0,3360x4 ag— 1 02x2
a;— 0 04x2
8g— 0 0,8x2
(0,1285),, = (0,020032...), a, 1 06x2

(0.3), = (0,010011001...),
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0,1875  #0,3750 x 0, 750 0,50 ’
2 / X 2 8 Introduccién

X X
720 q_|7 ! 1,00 i
] 1

(0,1875)10 = (0,0011),
Parar cuando no existe
mas parte fraccionaria.
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Sistema de Punto Plotante

Aritmetica del
Computador

Definicién (Sistema de Punto Flotante) Bintorn €.

Un sistema de punto flotante se especifica por la base 3, el
largo de mantisa t, y limites para los exponentes de L, M. 9 | Aritmetica del

Computador

Un ndmero de punto flotante tiene la forma
x = +0.b1by ... by x 3¢

donde 0.b1b; ... by es la mantisa, by # 0 (para x #0),
0< b <pB—1para2<i<t,ye el exponente el cual
satisface L < e < U. El cero se representa con mantisa cero
y exponente cero. El sistema de punto flotante se representa

por
F(38,t,L,U)




Aritmetica del
Computador

EJemplo Mg. Hermes
Tomando (f3,t, L, U) = (10,2, —1,2), tenemos 90 posibles Pantoja C.
mantisas, y 4 exponentes, i.e., —1,0,1,2. Como hay dos

posibles signos, tenemos un total de 2(90)(4) +1 =721 10 /ég;";ittigjofe'

niimeros en el sistema.

Noétese que el sistema de punto flotante es finito.

El Sistema de los niimeros reales tiene a R como un conjunto
inconmensurable porque no es posible representarlos a todos.
El Sistema de Punto Flotante es un subconjunto F C R de
nlimeros reales.
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YL . . Mg. Hermes
Definicién (Cardinalidad) Pantoja C.

Cardinalidad de F(IB, t, L, U) Introduccién

11 Aritmetica del
Computador

23 -1 U —-L+1)+1

Ejemplo
¢ Cilantos nimeros tendrd el sistema F(2,3,-1,2)7
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Ejercicio

Dado el sistema de punto flotante F(2,2,—1,2)

1. 0.5 F?

2. 3/4€F?
3. 0.5+3/4¢cF?

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

12 Aritmetica del
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Puesto que la cantidad de niimeros a almacenar es una

cantidad finita, la mayoria de nimeros reales tendran que ser s asitmetica del
. . .y Computador

aproximados a aquellos que tienen una representacion exacta

en el sistema de punto flotante empleado. Esto origina las

perdidas de precisién por redondeo.
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Errores en el Computador

Aritmetica del

Los cientificos que desarrollaron el cohete Ariane 5 vuelo 501 Computador

reutilizaron parte del cédigo de su predecesor, el Ariane 4, Mg Hormes
antoja C.

pero los motores del cohete mas nuevo incorporaron

también, sin que nadie se diera cuenta, un “bug” en una .

K A L. , 14 Aritmetica del
rutina aritmética en la computadora de vuelo. Esto provoco, Computador
el 4 de junio de 1996, que la computadora fallara segundos
después del despegue del cohete; 0,5 segundos mas tarde
fallé el ordenador principal de la misién. El Ariane 5 se
desintegré 40 segundos después del lanzamiento.

Introduccién

Universidad Nacional de
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Aritmetica del Computador

Las operaciones de suma, resta, multiplicacién y divisién en
el sistema de punto flotante (F), se denota por ®,9,®,
respectivamente. Estas operaciones estan definidas por:

x @y = fl(fl(x)+ fi(y))

xey="f(fl(x)—fl(y))

x @y = fl(fl(x) x fl(y))

x@y=Afl(fl(x)+fl(y)), flly)#0, y#0

Estas operaciones no son cerradas sobre F, pues en algunos
casos se genera underflow u overflow;

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes

Pantoja C.

15 Aritmetica del
Computador
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Ejemplo Aritmetica del

Computador
Dado el sistema hipotético F(10,3,—3,3) y los nimeros: M. Hermes
X = 2/30 = 0.066666. .. antoja C.
Y =5/9 = 0.55555. ..
ha/lar X X Y 16 /ég;n’;itti;:joz:el

Solucion:

Valor Exacto de X « Y = 10/270 = 0.037037037 . ..

fl(X) = 0.667 x 1071

fl(Y) = 0.556 x 10°

fI(X)*fI(Y) = 0.667 x 1071 %0.556 x 10° = 0.370852 x 1071
x®y = fl(fI(X)*f(Y))=0.371 x 107!

Error=10"*

Universidad Nacional de

eeeeeee
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Desbordamiento

Aritmetica del
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Se puede producir cuando se operan dos datos y el resultado
excede la capacidad de almacenamiento seleccionada. o/ ritmetica del
omputador

Definicién (Overflow)

Se produce cuando el nimero es muy grande y se excede el
limite maximo de almacenamiento.

Definicién (Underflow)

Se produce cuando el nimero es muy prquefio y se execede
el limite minimo de almacenamiento.
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El Epsilon (¢) de la Maquina
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Introduccién
18 Aritmetica del
Computador
Definicion
El épsilon de la maquina es la distancia entre 1 y el siguiente
numero maquina, se denota por eps.
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Ejercicio

Aritmetica del

Sea F el sistema de punto flotante caracterizado por Computador

B=2

,(base), n = 4(precisién), m = —1, M = 2, cada e e

nimero en el conjunto F estd representado por

+(.dids...,dp)pB¢ donde m<e< M
1. Cudl es el nimero mas pequeiio en valor absoluto del Computador

19 Aritmetica del

sistema F?

. Demuestre que 3/4 y 5/6 pertenecen al sistema F, pero

la suma "verdadera" de estos no pertenece a F.

. Suponga que el tipo de error introducido en la

representacién de un nimero real en el sistema F es por
redondeo. Como queda representado el numero
3/4+45/16 en F. esto es:

%@3 ( _|_5
16

=777
16 )=

Universidad Nacional de
Ingenierfa

4. Encuentre el epsilon de la maquina. () "

Mecanica



Ejercicio

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Recordar que " fl(expresion)” significa que todos los Pantoja C.

operandos son convertidos a niimeros en punto flotante y

todas las operaciones son desarolladas con la aritmética del = Aritmetica del
omputador

punto flotante. Asuma 8 =10, t=3, L=-3, U=4,yla

aritmética es truncada. Obtener los valores de:

1. 1(0.00009)
f1(3.146)
11(9996)

(
(
f1((100.0 + 0.61) + 0.61) y /(100.0 + (0.61 + 0.61))
(
(

AR

(
f1(2.34 x (5.67 + 8.90)) y
f1((2.34 x 5.67) + (2.34 x 8.90))

Ingenieria



Sistema de Punto Flotante

Es el conjunto de nimeros de punto flotante normalizados,
en el sistema de nimeros con base 3 con t digitos para la
fraccién (equivalentemente t + 1 digitos en la mantisa)

F(B,t,L,U) ={a= +tap.a1az...a: x 5°}

a<a<p L<e<U
{ 0<a<p i=1,2,...,t}U 0.00...0
t veces

La cantidad de nimeros de punto flotante, que admite el
sistema numérico F(53,t, L, U) es
28— (U—-L+1)+1

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

21 Aritmetica del
Computador




Representacién de nimeros del computador

Aritmetica del

Los computadores trabajan con aritmética real usando un Computador
sistema denominado de "punto flotante”. Suponen un Mg Hermes
antoja C.

nimero real que tiene la expansion binaria:
Ndamero Normalizado

Notacion cientifica en base 2 I

Consiste en expresar los nimeros no nulos en la forma:

+l.dd,..d.... ® 2° \

mantisa exponente

22 Aritmetica del
I Computador

con:d, €{0,1} y eeZ (expresado también en base 2) Unversidad Naciona! de

Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
46 Mecinica




Notacion Normalizada

Aritmetica del
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Mg. Hermes
Pantoja C.

Aproximacion de numeros reales en base 2 Introduccién
expresados en coma flotante normalizada 2 Aritmetica del

Computador

Técnicas de aproximacién de mantisas de la forma:
+ldd,..dd,,...

por mantisas con s digitos decimales:
Truncado: +1.4,d,..dd_,....~ +1.d,d,..d,

Redondeo:
e e e +l.d,d,...d, si d,=0
+l.dyd,..dd,,...={ [£1.dd,..d, + i
: si d,, =1
+0.00..1) )

“Suma binaria”

Universidad Nacional de
Ingenierfa
Facultad de Ingenieria

e Mecénica



Ejemplo

Aritmetica del

Computador
Mg. Hermes
Pantoja C.
Redondeo a mantisas con 6 digitos binarios decimales: oduecion
o000 11
z2=1.0110111010.... 1.011011 24 Aritmetica del
Computador
+ 0.
o g dictia T 0000001
1.011100 =z*
v I L D 0 O
z=1.1111111010..... 2¢ 1.111111.2°
-+ e
o sy 0.000001 .2
10.0 0 000 .2¢

Universidad Nacional de
Ingenierfa
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Almacenamiento de floats

Ejemplo

Bit 7 | Bit 6 |Bit 5 |Bit4 |Bit 3 |Bit 2 |Bit 1 | Bit 0
Sigﬂo‘ Exponente (+/-) Significando
o= _000_(especial)
i ey e
010 (2%) :
011 (2°)
100 (21) 1.1111
101 (22)

110 (23) _
111 (especial)

1 = bit escondido

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

25 Aritmetica del
Computador
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Almacenamiento de floats

Aritmetica del
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Pantoja C.

Introduccién

26 Aritmetica del
Computador

» Mayor nimero positivo 0 110 1111 = +23 x 1.1111 =
23 x (2—27%) = 1111.1 = 15.5 decimal

» Menor nGimero positivo
0 001 0000 = +272 x 1.0000 = 272 x 20 = 0.01 6 0.25
decimal




Almacenamiento de floats

Aritmetica del
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Mg. Hermes
Pantoja C.

Combinaciones especiales de los exponentes: 21 Aritmetica del

Computador

000 Representacion No Normalizada
» Mansitisa pasa a ser: 0.
» Exponente(000)=-2

» Menor nimero positivo pasa a ser
0 000 0001 =272 x 0.0001 =272 x 274 =276 =
0.015625




Ademas de las combinaciones especiales...

111

v

v

v

v

representacion de infinito
01110000 = +Infinito
11110000 = —Infinito
11111000 =Indeterminacién

Otras combinaciones 11111 — ——=Not A Number
(NaN)

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

28 Aritmetica del
Computador
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Distribucidon de los datos en la recta numérica

realminsub

subnormal  §--- Numeros normalizados ___ _ _ _

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

29 Aritmetica del
Computador

| e Sl Re B Re it el f e e o vt et et
Fic) | |

= realmin

Zona de

Underflow

|

'Zona de
Overflow
realmax
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Distribuciéon de Nimeros Puntos Flotante

, . . . . Aritmetica del

Los niimeros punto flotante no son uniformente distribuidos Computador

sobre el eje real, como en el caso continuo. Veamos para el Mg Hermes
antoja C.

sistema F(2,2,—2,1).

I 15 7 30 Aritmetica del
(000), x 2 =0 (1.01),x2" (“. E]x 5% (1), =2 = = Computador
1! 11 3 '
2P x—=— 1= g === [(100), x 2' =
100}, x Ixg=1 (1.10),x2 (|+2]x2 y (100), x

(o0, x2? = [H ] 1.3 |02t ['*l'f%)x%% (L10), x 2' =3

PR

(1.10),x2? [I %] %=% (190), x 2° =1 (l.ll}_.xl'x-:-
S | 1 7

il.ll!,xﬁ"=[l+3+ﬂx;=3; u.m),:z“:% (l.ﬂll:x2'=§‘

(100), x 27 =1x (110), = 2" =

|

Universidad Nacional de
Ingenierfa
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Estandar IEEE-754
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31 Aritmetica del
Computador

Este estandar se desarrollé para facilitar la portabilidad de los
programas de un procesadora otro y para alentar el desarrollo
de programas numéricos sofisticados. Este estandar ha sido
ampliamente adoptado y se utiliza practicamente en todos
los procesadores y coprocesadores aritméticos actuales.

Universidad Nacional de
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Estandar IEEE-754

Aritmetica del
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32 Aritmetica del
Computador

» El estdndar del IEEE define el formato para precision
simple de 32 bits y para precisién doble de 64 bits.

» Hasta la década de los 90 cada computador utilizaba su
propio formato en punto flotante, en 1985 se introduce
el estandar IEEE-754 con la finalidad de uniformizarlos.

Universidad Nacional de
Ingenierfa
Facultad de Ingenieria

e Mecénica



Estandar IEEE-754

Aritmetica del

Computador
Mg. Hermes
.y . . )
Precision Simple: 32 bits Pantoja C.
Introduccién
32 bats 33 Aritmetica del
Computador
‘ S | exp M
1bat 8 bits 23 buts para la mantisa
Signo nimero
0 significa + M 23 bits para la mantisa

1 significa -

8 bits para el exponente

Universidad Nacional de
Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
e Mecénica



Estandar IEEE-754

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
31 2 16 8 0 Pantoja C.

34 Aritmetica del

Computador
T
exp all 1's ?
E
NO :
X = (—1)5 * 2EXP Bias 1.M Universidad Nacional de
Ingenieria

Facultad de Ingenieria
e Mecénica



Ejemplos:

Aritmetica del

Computador
Represente en formato IEEE 754 simple precisién el niimero Mg. Hermes
Pantoja C.
3.25
Solucién:
. . . 35 Aritmetica del
» Convertir a binario: 3.25 = 11.01 Computador

» Normalizar el nimero (mover el punto decimal hasta
que haya un solo 1 a la izquierda)
11.01 = 1.101 x (21)

» mantisa: 101

> exponente:

Bias = 2(8-1) —1 =127

exp = E + 127 — exp = 1 4 127 = 128 = 10000000
» El nimero es positivo: bit de signo 0

Resultado: 01000000010100000000000000000000 Unversidod Nacins de

Ingenierfa



Ejemplos:

Represente en formato IEEE 754 simple precisién el nimero
347.625
Solucion:

>

>

>

Convertir a binario: 347.625 = 101011011.101

Normalizar el nimero (mover el punto decimal hasta
que haya un solo 1 a la izquierda)
101011011.101 = 1.01011011101 x (28)

mantisa: 01011011101

exponente:
Bias = 2(8-1) —1 =127
exp = E + 127 — exp = 8 4+ 127 = 135 = 10000111

El nimero es positivo: bit de signo 0

Resultado: 01000011101011011101000000000000

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

36  Aritmetica del
Computador
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Ejemplos:

Aritmetica del

Computador
Mg. Hermes
. Pantoja C.
Ejemplo
i Cual es el valor de: 1 01111100 A Astmetics de
110000000000000000000007 Computador
Solucién:

» El bit de signo es 1:nlimero negativo
» El exponente exp contiene 01111100 = 124
» La mantisa es 0.11000... = 0.75

El valor es:

(—1)x(140.75) x (21247127)) = _1.75% (2(~3)) = —0.21875

Un'\vers'\dad Naciona\ de
eeeeeee



Notas importantes sobre el estandar IEEE 754

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

Como cero no es directamente representable en estandar

IEEE 754, entonces dependiendo del exponente y la mantisa
del niimero codificado, algunas representaciones tienen Computador
significados particulares, asi como se resume en la siguiente

tabla:

exp M Nimero
0 < exp < Epax | Cualquiera | (—1)° x (1 + M) x 2E-127
0 0 Cero,(—1)* x 0
0 #0 (—1)° x (0 + M) x 27126
Emax 0 Infinito, (—1)° x oo
Epax #0 Not a Number, NaN




Numeros especiales Normalizados

El menor ndimero positivo normalizado: exp =1, M =0
1.00000000000000000000000 x 217127 = (1.0) x 27126

El mayor nimero positivo normalizado:
exp=254, M=11...1

1.11111111111111111111111 x 22547127

Cualquier nimero mayor que este se dice
overflow(exp = 255, M > 0), el cual indica que el resultado
es Not a Number, NaN

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

39 Aritmetica del
Computador
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Nimeros especiales SubNormalizados

Aritmetica del

Computador
Mg. Hermes
s _ . Pantoja C.
El mayor nimero positivo subnormalizado:
exp=0M=11...1
40 Aritmetica del
Computador

0.11111111111111111111111 x 27126

El menor ndmero positivo subnormalizado:
exp = 0, M = 00000000000000000000001

0.00000000000000000000001 x 2126

Cualquier nimero menor que este se dice underflow
(exp =255, M > 0).

Ingenieria



Estandar IEEE-754

Aritmetica del

isié i C tad
Precision Doble: 64 bits Comptadr
g. Hermes
Pantoja C.
64 bits

Introduccién

41 Aritmetica del

S E M Computador

1 bit 11 bats 52 bits para la mantisa

Signo nimero
0 significa + M 52bits para la mantisa
1 significa -
11 bits para el exponente
Representacion exceso 1023 Valor representado:
+ 1.M x 2E-108

Universidad Nacional de
Ingenierfa

Facultad de Ingenieria
e Mecénica



Ejercicio:

Vamos a considerar un hipotético computador que en
nimeros de punto flotantes estin representados en una
palabra de 16-bit. Un ejemplo se muestra en la Figura 1:

[ff s o[ o] o] ofzJoJofiJoJaf1]1[0[0]
N
e

Sign bit Exponent (7 bits) Mantissa (8 bits)

Muestre la representacién en punto flotante y los bits del:
1. El nimero eps (epsilén de la maquina)

Mayor valor positivo normalizado

Menor valor positivo normalizado

El nimero 1y -10.375

El infinito y NaN

AN



Solucién

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

Introduccién

(3) 43 Aritmetica del
Computador

[0 [0 [T [T [0 [T [T [T ]ofofo]ofo]o]o o]
(1.00000000)*27F
(b)

Lo [A [T [W[W [X [W[ofr v 1] fur]r]rfr]
(L.11111111)*2%
(©)

(o [0 Jo[o]ofo]o 7 fofofoJolJoTfoToTo]
(1.00000000)*2°%

Universidad Nacional de
genierfa
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Solucién

Aritmetica del
Computador

Mg. Hermes
Pantoja C.

(d) UNO

o [0 |W[W [W [B | [F [ofo]ofofoJo]ofo] .,
(1 00000000)*2 Computador
-10.375

[L [T [o]o [o 0 [T]ofofr]ofo]t [t ]olfo]
(-1 x(1.01001100)*2°
(¢) INFINITO

[o [W [@ [ [ [ JU [T [o JoJofofo o fo]o |
((1.00000000)*2%"

NAN

Lo |0 [W [0 [W [ [N [X JofoJofofofofol]r1]




Ejercicio

Aritmetica del

Computador
Sea el sistema de punto flotante hipotético adecuado a la Mg. Hermes
, . . . Pantoja C.

norma |IEEE-754 que usara 16 bits con la siguiente

estructura:
45 Aritmetica del
q Computador
‘ Signo (s=1 bit) ‘ Exponente (k=35 bits) ‘ Mantisa (=10 bits) I

Muestre como se almacena en binario:

1. El epsilon de la maquina
El mayor nimero positivo no normalizado
El menor ndmero positivo no normalizado
El nimero -43.000001
El -0
El -Inf

o R~ W
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